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Beitrage zur Theorie der Vertheilung der stati- 
schen und der dynamischen ElectricitAt in leiten- 
den Körpern. 

(Von Herrn R. Lipschitz zu Bonn.) 



Das Princip für die Vertbeilung der statischen Electricilät in einem 
leitenden Körper, auf den beliebige aufsere Kräfte wirken, ist bekanntlich 
durch Poisson*^ aufgestellt worden und besteht darin, dafs die Wirkung 
dieser Kräfte und die Wirkung der an der Oberfläche des Leiters erregten 
electriscben Schiebt auf jeden Punkt im Innern desselben sich zerstören mufs. 
Diese Bedingung kann nach Gaufs**) durch die einfachere ersetzt werden, 
dafs das Potential der bezeichneten Gesammtwirkung an der Oberfläche des 
Körpers einen constanten Werth habe: sobald dieser Werlh oder statt dessen 
die Menge der dem Leiter mitgetheilten Electricilät, und der Werlh des Po- 
tentials der inducirenden Kräfte fflr die Oberfläche gegeben ist, hat die Auf- 
gabe der electriscben Vertheilung nur Einß Lösung und ist immer lösbar. Die 
Aufgabe ist also unabhängig von dem Sitz der erregenden Kräfte, schliefst aber 
eine unbeschränkte Mannigfaltigkeit doppelter Art in sich, indem die Gestalt des 
Leiters eine beliebige ist und der gegebene Potentialwerth mit Beobachtung der 
Stetigkeil für jede Stelle der Oberfläche frei gewählt sein kann. Wenn es 
nun gelang, die Schwierigkeiten, welche aus diesen beiden Quellen entsprin- 
gen, von einander zu sondern und die eine derselben zu Oberwinden, so 
hatte die Analyse einen wesentlichen Fortschritt gemacht, und diesen er- 
kennen wir in den Untersuchungen von Green ***), welche vor der Publica- 
tion der angeführten Abhandlung von Gaufs ausgeführt, jedoch erst später in 
Deutschland bekannt gemacht sind. Green weist nach, dafs fOr jede Form 
des Leiters eine Fundamentalaufgabe zu lösen ist, bei der der gegebene Po- 
tentialwerth gleich der reciproken Entfernung eines beliebig gelegenen Punktes 



*) Deux memoires sur la distribution de relectricite ä la surface des corps con- 
ductears. Mem. de l'Inst. de Fannie 1811. 

**^ Allgemeine Lehrsatze in Beziehung auf die im verhehrten Verhältnisse des 
Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehongs- und Abstofsungs-Kräfle. Art. 30 bis 34. 
♦**) Bd. XXXIX, pag.76; Bd. XLIV, pag. 356; Bd. XLVII, pag. 16i und pag. 195 die- 
ses Journals. 

Journal fOr Mathematik Bd. LYIU. Heft 1. 1 
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2 LipaehiiZß über Vertheilung der Eheiriciiät. 

von jedem Punkte der Oberfläche des Leiters ist, und dafs hieraus die Lösuug 
der eatspreohendra Aufgabe für einen wiUkflrlieben Potentialwerlh, wie sie 
vorhin gestellt ist, durch eine doppelte Integration erhalten wird. Fflr den 
speciellen Fall der Kugel findet man denselben Gedanken, obwohl nicht in 
Worten ausgesprochen, in dem Aufsatz von Dirichlet „aber einen neuen 
Ausdruck zur Bestimmung der Dichtigkeit einer unendlich dünnen Kugel- 
schale etc/\ in den Abb. d. Berl. Academie vom Jahre 1850. Man vermifst 
in der Darstellung von Green bisweilen die nothwendige Schfirfe; allein fflr 
das in Rede stehende Resultat ist es mit Hülfe der unvergleichlichen Arbeit 
von Gaufs nicht schwer, diesen Mangel zu ergänzen. Indem ich dies aus- 
fahrte habe ich bemerkt, dafs gewisse Probleme in Betreff der Vertheilung 
der electrischen Ströme in körperlichen Leitern eine Ähnliche Behandlung er- 
lauben wie die erwähnten electrostatischen Probleme. Wenn ein körper- 
licher Leiter von constantem Widerstände mit beliebigen linearen Leitern in 
Verbindung gesetzt ist, so kann die Bestimmung der Stromvertbeilung in sei- 
nem Innern nach den Arbeiten der Herren Kirchhof*^ und HelmhoUz**^ 
so aufgefafst werden, dafs man die Einströmungspunkte der Electricität in den 
Leiter durch einfache electrische Massenpunkte ersetzt, und für den Innern 
Raum desselben eine Potentialfunction fordert, deren Differentialquotient nach 
der Normale der Oberfläche genommen an jeder Stelle gleich dem ebenso 
genommenen Differentialquotienten des Potentials der innern electrischen Hassen 
wird. Dann ist die gesuchte Spannung für jeden Punkt des Leiters gleich 
dem Potential der innern Massen, vermindert um die verlangte Potentialfunction. 
Man bemerkt sogleich, dafs diese Potentialfunction nur von dem für die Ober- 
fläche gegebenen Wertbe jenes Differentialquotienten abhängt, allein so all- 
gemein man auch die Vertheilung der innern Massen annehmen möge, es 
bleibt immer nothwendig, die algebraische Summe derselben gleich Null vor- 
auszusetzen, und daraus folgt, dafs die Summe, deren Element jener Dif- 
ferentialquotient mit dem Element der Oberfläche multiplicirt ist, fflr die 
ganze Fläche ebenfalls gleich Null sein mufs ***). Behandelt man ferner die 
ideale Aufgabe, bei der der unendliche Raum mit Ausschlufs eines gewissen 
endlichen Raumes als gleichförmig leitend, dieser endliche Raum als nicht- 



*) Poggendorfs Annalen Bd. LXXV, pag. 189 fi: 
^) Poy^imtfor/s Annalen Bd. XXCIX, pag. 211 ff. 
***) Cf. Gaufe I. c. art. 23. 
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leitend angesehen wird, so ist fflr die anfzusachende Potentialfunction die 
Bedingung hinznznfOgen , dafs sie In nnendliober Entfernung von dem nicht- 
leitenden Räume verschwinde. FOr die im leitenden Räume angenommenen 
electrischen Massen hat man alsdann analytisch keine Beschrfinkung, aber die 
Stetigkeit ihres Potentials im nichtleitenden Räume bedingt wieder das Ver- 
schwinden der aus den Werthen jenes Differentialquolienten gebildeten und 
aber die ganze Fläche ausgedehnten Summe*). Denkt man sich nun ffir 
eine gewisse geschlossene Fläche eine bis auf das Nullwerden ihrer Ober die 
ganze Flache genommenen Summe willkfirliche stetige Function gegeben^ und 
fragt nach einer Potentialfunction für den innem Raum, und zugleich nach 
einer in unendlicher Entfernung von der Fläche verschwindenden Potential- 
function fflr den ävfsern Raum, bei welcher der nach der Normale der 
Fläche genommene Differentialquotient an jeder Stelle der Fläche gleich der 
vorgeschriebenen Function wird, so läfst sich diese aligemeine Aufgabe immer 
lösen und fOr jede Gestalt der Fläche auf eine von der willkfirlichen Function 
unabhängige Fundamentalaufgabe zurfickfflhren. Bei der letzleren ist die ge- 
gebene Function entweder gleich dem nach der Normale der Fläche genom- 
menen Differentialquotienten der reciproken Entfernung eines beliebig gelegenen 
Punktes von jedem Punkte der Oberfläche, oder von diesem Differentialquotienten 
um eine gewisse allgemein bestimmte Gröfse verschieden, und die allgemeine 
Aufgabe wird dadurch auf die Ausfahrung einer doppelten Integration reducirt. 

Wenn die Auflösung des electrostatischen und des electrodynamischen 
Fundamentalproblems in dem angegebenen Sinne ein geschlossener Ausdruck 
ohne Integralzeichen ist, so hat die Auflösung des allgemeinen Problems die 
Form eines Doppelintegrals* Dies zeigt sich in dem Fall, dafs der Leiter die 
Gestalt einer Kugel hat; die electrostatische Vertbeilung in geschlossener 
Form ist hier (wie schon bemerkt) durch Diriehlet und durch Green **), die 
eleclrodynamische durch Herrn Helmholtz ***') allgemein bestimmt worden. 
Da der letztgenannte das vollständige Potential der Innern electrischen Massen 
auch fflr die Auffindung der oben characterisirten Potentialfunction als gegeben 
annimmt, so erscheint seine Lösung als einfaches Integral; betrachtet man 
aber nur Aen Werth des Differentialquotienten ihres Potentials fflr die Ober- 



♦) Cf. GaufB 1. c. art. 23, 
**) L. c. art. 10, Bd. XLVII, pag. 168 ff. 
•**) Poggendorfs Annalen Bd.XXCIX, pag. 231 ff. 
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flScbe als gegeben, wie ich es gethan habe, so ist die doppelte Integ;ration in 
lieiner Weise zu vermeiden. Es scheint nun von Interesse zu erfahren, ob 
auch fflr andre Formen des Leiters die Fundamenlalauflösungen eines ein- 
fachen Ausdrucks fähig sind. Bei dem Rotalionsellipsoid ist man durch die 
Arbeiten der Herrn Lame*')^ Heine**') und Neumann***') in den Stand 
gesetzt, diese Lösungen als unendliche Doppelreihen sofort anzugeben, und 
es handelt sich um die Summation derselben. Fflr den Fall, dafs das abge- 
plattete Rotationsellipsoid in einen Kreis flbergeht, vereinfachen sie sich be- 
deutend; und obgleich die electrodynamische Aufgabe alsdann nur eine ideale 
physikalische Bedeutung behfilt, so ist die gleichzeitige Behandlung beider 
Aufgaben der Analyse vortheilhaft. Eine — so viel ich weifs — bisher 
nicht bemerkte Relation zwischen den Particularlösungen der Differentialglei- 
chung, aus denen jene unendlichen Reihen zusammengesetzt sind, gab das 
Mittel an die Hand, dieselben als Doppelinlegrale darzustellen, und diese Art 
der Umformung scheint auch von allgemeinerem Nutzen zu sein; fOr die ge- 
suchten Auflösungen aber gingen schliefslich einfache Ausdrücke hervor, die 
geometrisch leicht zu deuten sind und keine Transcendente als arcig. enthalten. 
Da die electrostatische Veriheilung in einem Kreise bereits den Ge- 
genstand einer wenn auch nur in ihren Resultaten vollständig mitgetheilten 
Untersuchung des Herrn Heine bildet (Monatsbericht der Berliner Academie 
vom Jahre 1854, pag. 564), so habe ich als Ergebnifs der Yergleichung dieser 
Arbeit mit der meinigen anzufahren, dafs dieselben von ganz verschiedenen 
Grundbelrachtungen ausgehen und dafs auch die Resultate nur fQr den Fall 
eines um den Kreismittelpunkt symmetrisch vertheilten Potentialwerths , auf 
welchen sich der JEf^n^sche Ausdruck U bezieht, fibereinstimmen. Im allge- 
meinen Fall dagegen , wo der von Herrn 'Heine mit A bezeichnete Ausdruck 
in Betracht kommt, erhielt ich ein abweichendes Resultat, und eine vorge- 
nommene Verificalion ergab, dafs das meinige den Bedingungen der Aufgabe 
genfigt, während das des Herrn Heine auf einen Widerspruch ffihrt. Den 
Grund hiervon hat Herr Heine, wie ich aus brieflicher Mittheilung desselben 
weifs, seitdem in einem Rechnungsfehler gefunden, welcher indessen nur die 
in seiner erwfihnten Mittheilung von Mitte pag. 568 bis Ende pag. 569 gege- 
benen Formeln berfihrt. 



*) Liouvilles Journal Bd. IV, pag. 126 ff. und päg.35{ff. 
**) Bd. XXVI, pag. 185 dieses Journals. 
***} Bd. XXXYII, pag. 21 dieses Journals. 
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FOr den Fall, dafs das verlfinge^te Ellipsoid, welches die Gestalt des 
Leiters bezeichnet, sich der graden Linie nähert, ohne jedoch diese Grenze 
völlig zu erreichen, gestalten beide Fundamentalaufgaben eine ähnliche Be- 
handlung wie beim Kreise, doch tragen die entsprechenden Resultate ihrer 
Natur nach einen specielleren Character an sich. 

In dem vorliegenden Aufsatz werde ich diese Untersuchungen in der- 
selben Ordnung mittheilen, in der ihrer Erwähnung geschehen ist. Zuerst 
wird die ZurQckfDhrung der allgemeinen Yertheilungsaufgabe für statische 
Electricität auf die Grundaufgabe nach Green angegeben und bewiesen, und 
dann die correspondirende Zurflckfahrung der allgemeinen Aufgabe fflr dyna- 
mische Electricität dargestellt. Nachdem darauf die Grundaufgaben fflr das 
Rotationsellipsoid in Reihenform gelöst sind, werden die Auflösungen für den 
Fall des Kreises und 6et Annäherung an die gerade Linie in geschlossener 
Form entwickelt. 

§i- 

Wenn die Oberfläche des leitenden Körpers, fOr den die Yertheilung 
der statischen Electricität bestimmt werden soll, durch S, und der fflr jeden 
Punkt B in S willkOrlich gegebene stetige Fotentialwerth durch f bezeichnet 
wird, so hat man die Aufgabe, eine electrische Belegung fflr jS zu finden, 
deren Potential in jedem Punkte B den vorgeschriebenen Werth f annimmt; 
die eindeutig bestimmte Dichtigkeit dieser Belegung in jedem Punkte B werde 
P genannt. Es bedeute nun A irgend einen festen Punkt im Räume, r die 
Entfernung der Punkte A und B, so besteht die Fundamentalanfgabe darin, 
diejenige Belegung fflr i9 zu suchen, deren Potential in B den Werth — hat, 
und deren Dichtigkeit in B durch q bezeichnet werden soll. Dann wird das 
Potential V der Wirkung der electrischen Schicht P auf den Punkt. A durch 
diese Gleichung ausgedrfickl: 

(1.) V=/fQdw, 

wo dio das Element der Fläche j9 ausdrückt, und die Integration Aber die 
ganze Fläche auszudehnen ist. Um dies zu beweisen hat man nur den Satz 
von Gaufs ♦) anzuwenden, dafs, wenn fflr dieselbe Fläche jS zwei Belegun- 
gen existiren, deren Dichtigkeiten in B gleich P und q, und deren Potential- 

*) L. c. art. 19. 
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6 LipaehitZß über Vertheilung der Eleeiricität, 

werlbe in B respective gleich f und — sind , die beiden Ober die ganze 
Fläche zu nehmenden Integrale //'(^ de» ^^^ J — P^^ einander gleich sind. 
Die Existenz jener Belegungen ist durch Gauf^ erwiesen; es ist aber 
/ — Pdc» das Potential der Schicht P in Bezog auf den Punkt A genommen, 
mithin V=:^ff^dm, wie behauptet wurde. Nun kann ^ successive jeden 

Punkt des Raumes vorstellen; errichtet man in einem Punkte B eine Normale, 
bestimmt in dieser zwei Punkte, welche von der FIflche selbst um -f dp nach 
aufsen und um —dp nach innen abstehn, und x nennt den Wertb von V fflr 
diese Punkte respective F^ und Vi, so wird fflr ein abnehmendes dp die 
Dichtigkeit P im Punkte B durch die bekannte Gleichung determinirt: 

Die Auffindung der Dichtigkeit (> läfst sich nun von einer andern Aufgabe 
abhängig machen, deren Auflösung den Vorzug einer unmittelbaren Verification 
gestattet. Man kann diese sehr einfach aussprechen, indem man sich des 
schon mehrfach gebrauchten Ausdrucks Potentialfunction bedient, und den- 
selben so definirt: Potentialfunction fflr einen gewissen geschlossenen oder 
nicht geschlossenen Raum soll eine Function V heifsen, welche innerhalb 
dieses Raumes überall endlich und stetig ist, in jedem Punkte desselben end- 
liche und stetige Differentialquolienten nach jeder Richtung hat, und auf recht- 
winklige Coordinaten bezogen der Laplaceschen DiiTerentialgleicbung 

genfigt. Man hat dann zu unterscheiden, ob der Punkt A aufserhalb oder 
innerhalb* des leitenden Körpers liegt. Sei A zuerst aufserhalb desselben, so 
suche man fflr den unendlichen Raum aufserhalb der FIflche <$ eine Potential- 
function Va, die in unendlicher Entfernung von jS verschwindet und in jedem 

Pankte B von i9 den Werth — mnimmt. Erweitert man nun die Bedeutung 
von r dahin, die Entfernung von A und irgend einem Punkte innerhalb des 
Körpers auszudrficken, so ist — fflr das Innere desselben eine Potential- 
function, deren Werth in B mit Va flbereinstimmt. Jetzt wird die gesuchte 
Dichtigkeit q im Punkte B durch die Gleichung 
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, K-) 

^^'^ -df dT ^^^ 

bestimmt; denn ein Satz von DiricMet*} lehrt, dafs eine Function, die im 
änfseren Raome gleich r„ und im innern Ranme gleich — ist, identisch sein 

mufs mit dem von der Belegung q herrQhrenden Potential. Sei zweitens A 
ein Punkt innerhalb des Körpers, so suche man für den innern Raum des- 
selben eine Potentialfunction Vi, die in jedem Punkte B den Werth — hat. 
Wird nun angenommen, dafs r auch die Entfernung des Punktes A von ir- 
gend einem aufserhalb des Körpers liegenden Punkt bedeute, so ist — eine 

Potentialfunction für den flufsern Raum, die in unendlicher Entfernung von S 
verschwindet und in B mit Vi zusammenfallt; mithin giebt die Anwendung 
derselben Schlosse, wie oben, fOr q die Gleichung 

(»••) -?r-f = -*"'■ 

§. 2. 

• Um die Aufgabe der electrodynamischen Vertheilung in einem gleich- 
mfifsig leitenden Körper auszudrficken , behalten wir fär die Oberfläche des- 
selben die Bezeichnung i9 bei und nennen das Flächenelement dco, die in 
irgend einem Punkte B der Fläche vop innen nach aufsen errichtete Normale p. 
Es sei für jeden Punkt B die nach der Stetigkeit sich ändernde Function g 
gegeben, die keine andere Bedingung zu erfQllen hat, als dafs das über die 

ganze Fläche ausgedehnte Integral /ffdca verschwinde; dann ist für das In- 
nere des Körpers eine Potentialfunction 17; zu suchen, deren Differential- 
quotient im Punkte B nach p genommen den vorgeschriebenen Werth ff hat, 
und gleichzeitig ist fflr den änfsern Raum eine Potentialfiinction U^ zu suchen, 
deren im Punkte B nach p genommener Differentialquotient ebenfalls den 
Werth ff annimmt, und die in nneodlicher Entfernung von jS verschwindet, 
Der Zurfickfabrung dieses Problems auf ein Fundamentalproblem sind aber 
einige Sätze vorauszuschicken. 



*') Monatsbericht der Berliner Academie vom Jahre 1846, p. 211. 
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Herr Kirchhof hat nachgewiesen *) , dafs durch die von ihm aufge- 
stellten Bedingungen ffir die Stromvertheiiung in einem System von leitenden 
Körpern die Ströme, oder die Differenlialquotienten der electrischen Spannung 
in jedem Punkte nach irgend einer Richtung genommen, eindeutig bestimmt 
sind, dafs aber der Ausdruck fflr die Spannung die Hinzufögung einer belie- 
bigen Constante erlaubt. Durch ähnliche Betrachtungen kann gezeigt werden, 
dafs in unserer auf einen Körper beschränkten und etwas anders gefafslen 
Aufgabe die Potentialfunction 27; bis auf eine zu addirende Constante, die 
Potentialfunction Ua aber vollständig determinirt ist. Auch sieht man leicht, 
dafs wenn eine Potentialfunction U; denkbar sein soll, das Integral 

gleich Null werden mufs, und deshalb ist diese Bedingung nothwendig für 
die Möglichkeit unserer Aufgabe. Dafs dieselbe indessen ausreichend ist, 
oder dafs ffir jede willkfirlicbe, stetige, dieser Forderung genflgende Function g 
eine Lösung unserer Aufgabe in der That existirt, dieser Satz bedarf eines 
strengen Beweises. Herr HelmhoUz hat die electrodynamische Vertbeilung, 
mit der wir uns beschäftigen, von der Aufsuchung einer electrischen Doppel- 
schicht abhängig gemacht**}; indem wir seinem Vorgange folgen und Ober 
diese Doppelscbichten einige Betrachtungen anstellen, wird sich der gewfinschte 
Beweis ergeben. 

Es sei in jedem Punkte B der Fläche 8 eine Normale p errichtet 
und in jeder Normale in den Entfernungen -f ^ und — £ von der Fläche 
respective die electrische Masse -^x und — x angebracht, so wird diejenige 
Massenvertheilnng, welche entsteht, indem die Gröfse « abnimmt und das 
electrische Moment 2bx in den endlichen Werth N fibergeht, eine electrische 
Doppelschicht genannt. Bezeichnet r die Entfernung des Punktes B von ir- 
gend einem beliebig gelegenen Punkte A, so hat das Potential der Wirkung 

dieser Doppelschicht im Punkte A den Werth /iV^ — ^ — dm, wo die Integration 

aber die ganze Fläche i9 genommen ist; nach Herrn HelmhoUz macht der 
Werth desselben beim Durchgange des Punktes A durch die Fläche einen 
solchen Sprung, dafs der an der äufsern Seite geltende Werth, vermindert 



♦) L. c. pag. 193. 
♦T) L. c. pag. 228ff. 
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LipsehiiZß über Veriheilung der Ehciriciiät. 9 

um den an der innern Seile geltenden gleich, dem Moment iV^ an dieser Stelle 
mal der Gröfse in wird; der nach der Normale der Fläche genommene 
Differentialqaotient des Potentials ändert aber seinen Werth beim Durchgange 
von A durch die Fläche nach der Stetigkeit. Uebrigens gelten diese Sätze 
nicht nur, wenn die Fläche jS^ nach unserer Voraussetzung eine geschlossene 
ist, sondern auch, wenn sie es nicht ist; dagegen ist die Ober die ganze 
Fläche ausgedehnte Summe der Werthe des nach der Flächennormale ge- 
nommenen Differentialquotienten des Potentials nur unter der erstem Annahme 
gleich Null, die in der Folge festgehalten wird. Fügt man zu diesen be- 
sondern Eigenschaften die allgemeinen Eigenschaften des Potentials, im gan- 
zen Räume anfserhalb der Massen, mit Einschlufs seiner ersten Differential- 
quotienten, endlich und stetig zu sein, der Laplaceschen Differentialgleichung 
zu genügen und im Unendlichen zu verschwinden, so besitzt man alle cha- 

racteristischen Eigenschaften des Potentials /iV—^ ßco, und darf folgenden 

Satz bilden, der dem oben angewandten Theorem von Dirichlet Aber Po- 
tentiale einfacher Flächenbelegung analog ist, und ein genau entsprechendes 
Beweisverfahren gestattet: 

(I.) Wenn ßir eine Fläche S eine überall endliche Function N 
gegeben ist, so existirt nur eine einzige Function T, die im Innern des 
von S umschlossenen Raumes gleich einer Potentialfunciion Ti, in dem 
ganzen die Fläche umgebenden Räume gleich einer in unendlicher Ent- 
fernung von 8 verschwindenden Potentialfunciion T^ ist, welche Potential" 
functionen die Bedingung erfüllen, dafs bei der Annäherung an den- 
selben Punkt der Fläche die Differenz der Werthe Ta'-Ti = 4nN, die 
Differenz der nach der Flächennormale genommenen Differentialquotienlen 

-^ ^ = wird; und diese Function T ist das Potential der Doppel- 
belegung von S, deren Moment N ist. 

Dirichlet zeigte in seinen Vorlesungen über die Theorie der Kräfte, 
die nach dem iV^i/;/oiischen Gesetze wirken, dafs eine im Unendlichen ver- 
schwindende Potenlialfunction T^ stets so beschaffen ist, dafs, wenn c die 
Entfernung eines festen Punktes von demjenigen Punkte bedeutet, auf den T„ 

bezogen wird, die AusdrQcke cT^ und c^-k^ nicht zunehmen, sobald die 

Journal ittr Mathematik Bd. LVIII. Heft 1. 2 
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10 LipschiiZß über Veriheiluug der EleciriciiäU 

Gröfse c Aber jede Grenze wächst. Hierdurch wurde der Nachweis des 
Theorems über Flächenpotentiaie auf ähnliche Betrachtungen surflckgeffihrt, 
wie diejenigen, weiche man für den Salz aber Potentiale von Massen, die 
nach drei Dimensionen ausgedehnt sind, in einer Abhandlung dieses Journals 
vollständig dargestellt findet*}. Das analytische Factum, wovon dort der ganze 
Nachweis abhängt, läfst sich in den von uns angewandten Zeichen so aus- 
sprechen, dafs die Function T im ganzen Räume verschwinden mufs, sobald 
bei den in unserem Satze aufgestellten Bedingungen N fflr die ganze Fläche 
gleich Null gesetzt wird; und dies Factum enthält zugleich die Begründung 
dafür, dafs wenn N nicht Null ist, es nur eine Function T giebt. Da ferner 

das Potential J^—g öoi die sämmtlichen geforderten Eigenschaften be- 
sitzt, so ist dasselbe mit der Function T identisch. 

Kehren wir jetzt zu der Aufgabe zurück, die Functionen IIa und üi 
so zu bestimmen, dafs -^-^ = -^-^c=:y wird, und denken uns dieselbe ge- 
löst, bestimmen wir ferner eine Gröfse ^ durch Yergleichung der Werthe 
von Ua und üi für denselben Punkt B in S vermittelst der Relation 
Ua-'üi=47i^, und nehmen für die Fluche jS eine electrische Doppelbelegung 
an, deren Moment im Punkte B gleich ji ist, so erfüllt die Function U, die 
im äussern Räume ^=11^, im innern Räume =17; ist, die characteristischen 
Bedingungen des Satzes (I.) und ist folglich gleich dem Potential der Doppel- 
schicht ^ fflr jeden Punkt des Raumes. Deshalb kann unserer .Aufgabe die 
folgende substituirt werden: Für die Fläche 8 eine Doppelhelegung an-- 

zugehen, deren Potential U in Jedem Punkt der Fläche die Gleichung 

8U . 

—^s=:g befriedigt; und ist diese gelöst, so wird das Potential für einen 

Punkt im äufsern Räume mit U^, das Potential für einen Punkt im innern 

Räume mit 27; identisch sein. Nach einer frühem Bemerkung gestattet die 

Potentialfnnction 17; die Hinznfflgung einer beliebigen Constante, so dafs aus 

einer gefundenen Lösung der Aufgabe durch die Potentialfunctionen U„, ü, 

eine neue Lösung mit den Functionen Ua, Üi'\-K erhalten wird. Demge- 

mäfs erfahrt die Gröfse ^ einen Zuwachs um — -r— , und das Integral 

JA g^ Bü} um — JiT I '^W' — ^^' ^^^^"^ Werth, der (zufolge des 
•) Bd. XXXn, pag. 80. 
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Satzes (L)) für Pankte innorhalb der Fläche jS gleich K, fOr Punkte aafser- 
halb der Fläche gleich Null sein mufs; und dies wird durch einen Satz von 

/■<t) 

Gaufk über die Werthe des Integrals / — ^ öco bestätigt^}. Da also auch 

die Grörse A immer die Addition einer Gonstante erlaubt, so kann man, um 
dieselbe zu bestimmen, dem Integral 1 Abm einen festen Werth vorschreiben. 

Unter dieser Beschränkung wird bewiesen werden, dafs immer eine Doppel- 

91/ 
belegung der Flache ^S existirt, deren Potential IJ die Gleichung -^==^ 

erfüllt, und damit ist dann die Existenz der gesuchten Pofentialfunctionen TJ^ 
und Vi aufser Frage gestellt. Vorher haben wir aber das folgende Theorem 
zu erweisen, das auf der Vergleichung von zwei Doppelbelegungen beruht: 

(II.) Es seien v und N die Momente von zwei Doppelbelegungen der 
Fläche 8j deren Potentiale respeetite t und T sein mögen, so gilt diese 
Gleichung zwischen zwei über die ganze Fläche ausgedehnten Integralen 

Wir betrachten nun einen geschlossenen Raum, innerhalb dessen die Functio- 
nen T und / sammt ihren Differentialquotienten endlich und stetig sind, nennen 
das Element des Raumes B^, das Element der begrenzenden Fläche dr], das 
Element der von ihnen nach aufsen gefflhrten Flächennormale dqy beziehn T 
und t auf die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z, und bilden die unter dem 
Namen des Greenschen Satzes bekannte Gleichung 

/7 dT dt , dT dt , dT dt\r,<. , /V dt ^ 

wo die Integration nach d^ auf den ganzen in Rede stehenden Raum, die 
Integration nach dri auf die ganze Begrenzungsfläche geht. Diese Gleichung 
rührt allerdings von Green her; aber es lafst sich nicht verkennen, dafs der 
Keim derselben schon in der Gaufsxschen Abhandlung ^Theoria attraclionis 
corp. sphaer. ellipt.'' vom Jahre 1813 enthalten ist. Von der Gleichung (4.) 
wird nun eine doppelte Anwendung gemacht, erstens, indem man den inner- 
halb der Fläche iS^ befindlichen Raum als den Raum der Integration nimmt. 



"0 Tbeoria attract. corp. sphaer. ellipt. art. 6. 

2* 
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12 Lipschiiz, über Verlheilung der Eleciriciiäi. 

zweitens, indem man um einen innerhalb der Fläche liegenden festen Punkt 
eine Kugel mit dem Radius c beschreibt, welche die Fläche 8 ganz um- 
schliefsl, und den djirch die Kagelfläche und die Fläche jS begrenzten Raum 
als den Raum der Integration auffafst. Im ersten Falle ist in (4.) das 
Element dri durch dcu^ dq durch dp zu ersetzen, im zweiten Falle geht das 
nach dri genommene Integral in eine Summe von zwei Integralen über, von 
denen sich das eine auf S, das andere auf die Kugel bezieht. Um das letz- 
tere Integral auszudrücken, sei da das Element der Kugelfläche vom Radius 1, 
dann ist bei der vorliegenden Kugel das Flächenelement =c^da^ und dq 
wird gleich de. Dagegen ist bei dem auf i9 bezQglichen Theile des Flächen- 
integrals drj durch d(o, dq durch — dp zu ersetzen. Da die linke Seite der 
Gleichung (4.) streng gleich Null ist, so kommen den beiden Fällen gemäfs 
diese Relationen: 

WO für T respective T^ und T; geschrieben ist, um die zu beiden Seiten 
von iS herrschenden Werthe des Potentials anzudeuten. Die zweite dieser 
Gleichungen wird vereinfacht durch die Annahme, dafs der Werth c fiber 
jede Grenze hinaus wächst; denn da nach einem schon früher erwähnten 
HQlfssatze jede im Unendlichen verschwindende Potentialfunction T, /dieEigen- 

8T dt 

schuft hat, dafs die Gröfsen cT, c^-^^ et, c^-^ mit wachsendem c gewisse 

— = — , 

dessen Werth mit zunehmendem c sich der Null nähert. Also geht die Glei- 
chung (4^.), wenn man den Kugelradlns c gröfser werden läfst als ein noch 
so grofser gegebener Werth, in die folgende Aber: 

fÄc^ V ffdT dt . äT dt , äT dt\^^ /U dt„ ^ 

deren rechte Seite ein von c unabhängiger und stets endlicher Integralaus- 
druck ist. Man hat jetzt zu beachten, dafs die Potentiale T und / in der 
Gleichung (4.) mit einander vertauscht werden können, und ebenso auch in 
den Gleichungen (4''.) 9 (4^), die aus jener folgen; da aber die Aus- 
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LipschiiZß über Veriheilung der EieciricHät. 13 

drficke der linken Seite in diesen nach T und / symmetrisch sind, so folgt 
daraus 

und die Subtraction der ersten von der zweiten Gleichung giebt, da 

la—Äi—mJ\, Q^ dp~ '^ " h—'knv, Q^ dp 
ist, das oben ausgesprochene Resultat 

Der Nachweis des vorhin aufgestellten Satzes, dafs stets eine Doppel- 
belegung der Fläche jS^ existirt, deren Potential ü die Bedingung ^— =ff 

befriedigt, und fflr deren Moment A das Integral 1 Adm einen gegebenen 
Werth hat, kann jetzt derjenigen Untersuchung nachgebildet werden, durch 
welche Gaufs den mehrfach angeführten Satz begründet hat, dafs stets eine 
einfache Belegung der Fläche iS existirt, deren Potential in jedem Punkte von 
iS^ gleich dem willkürlich gegebenen, sich stetig ändernden Werthe f wird. 
Demgemafs fassen wir zuerst solche Doppelbelegungen in's Auge, bei denen 
das Moment A an keiner Stelle von 8 einen Wechsel des Vorzeichens zeigt, 
und bilden für irgend eine Doppelbelegung dieser Art, bei der lAbio den 
gegebenen Werth hat und deren Potential V sein mag, das über die ganze 
FIficbe auszudehnende Integral 

Um sich zu überzeugen, dafs dasselbe für Äne Vertheilungsart der Werthe A 
einen Minimumwerth haben mufs, genügt die Erwägung, dafs das Integral 
^— ^dcü niemals einen negativen Werth annehmen kann. Dies folgt aus 
den Gleichungen (4".) und (4^), wenn man sowohl die Doppelbelegung iV^ als 
die Doppelbelegung v gleich A setzt, und dadurch T und / in 27 übergehn 
läfst. Hiermit erhält man die Gleichungen 

/(©■+(f )•+©>?= A^a., 
"-/(0'+(f )'+(f )>ä: = -Af^*-. 
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WQ die erste Raamintegralion auf den iiinern Raam der Ftecbe S, die zweite 
auf den Raum einer die Fläche jS umgebenden Kugel mit Aussclilufs jenes 
innern Raumes zu beziehen ist^ der Kngelradins c aber wachsend gedacht 
wird. Addirt man diese Gleichungen zu einander, so kommt 

die Integration linker Hand geht jetzt auf den ganzen Raum der Kugel vom 
Radiu9 c; auf der rechten Seite aber hat man, weil 

ist, das Integral —^^/-^ — ^dco. Mitbin ist dasselbe gleich einer Summe von 
nur positiven Elementen und kann niemals einen negativen Werlh haben : die 
Annahme, dafs es streng gleich Null wird, ist spftter zu erörtern. Uebrigens 

— -^Adüi nicht an die 
Voraussetzung gebunden ist, dafs A sein Zeichen nirgend ftadere; dagegen 
bleibt der andere TheU des Integrals Q., nftmlich /ffAdw, nur unter dieser 
Voraussetzung in feste endliehe Grenzen eingeschlossen. Nach dem Vorgange 
voB Gaupf ist nun zu zeigen, daß bei der Vertbeilimg, die dem Minimum 
von £1 entspricht, die Differenz (^ — ^ — \-gj in allen wirklich belegten Thei- 
len von iV einen constanten Werth hat, und dafs, falls Theile der Fläche dabei 
unbelegl bleiben, diese Differenz nicht kleiner sein kann, als jener constante 
Werth. Zu diesem Zwecke ist die Variation von £1 zu bilden, welche eit- 
steht, indem man statt der Vertheilung A eine unendlich wenig davon ver- 
schiedene Vertheilung setzt, deren Moment A'\-dA sein mag. Das Potential 
U geht dann in U-\-dlJ Ober, und man hat 

'^ = -y^^«'"+/(-f +«*)''^««"- 

—X — Ado) = J—^SAdo), da es offenbar freisteht, in dem Satze 
(II.) für die Gröfsen N, v, T, t respective A, dA, U, du zu setzen, und 
dadurch wird der Ausdruck für d£l der folgende: 



3a= 2f{-^±g)dAdo3. 



Aus dieser Form der Variation folgt aber mittelst derselben Schlüsse, die 
Gaufs angewandt hat, die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung Ober den 
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du 
Werlh der. Differenz — -^ — \-g. Um för die Voraussetziiog, dafs A posi- 
tive und negative Wertbe haben darf, die Tbalsache zu beweisen, dafs eine 

8U 
Yertbeilung exislirl, bei der die Differenz — ^-fi^ überall in der FIdcbe 

einen constanten Werlb hat, und kein endliches Stück der Fläche leer bleibt, 
hat man für den besondern Fall der behandelten Frage, dafs jr = ist, und 
das Integral —/-e — ^d(JD selbst ein Minimum werden soll, zu zeigen, dafs 
kein Theii der Fläche unbelegt bleiben kann, sobald dies Integral ein Mini- 
mum isL Der kleinste Werth, den dasselbe möglicher Weise haben kann, 

ist die Null; doch weifs man a priori nicht, ob die gestellten Bedingungen 

/8Ü 

gleich Null sei, so folgt aus dem Ausdruck desselben als Raumintegral, dafs 

die Gröfse ("3^) "f ("3-") "I" ( a~") '™ ganzen Räume verschwinden mufs, 

*%»-T jDf7 ^r^ 

mithin auch -tt- = 0, -tc— = 0, -5— = ist. Da nun das Potential U nur 

dx dy oz 

an der Fläche jS> unstetig werden darf, und im Unendlichen verschwinden 
mufs, so kann dasselbe aufserhalb S nur gleich Null, innerhalb iS gleich einer 
Constante k sein. Nach dem Satze (I.) hätte man also eine Function T, 
die im äufsern Räume gleich der Potentialfunction 0, im innern Räume gleich 
der Potentialfunction k ist, und die folglich das Potential der Doppel belegung 
vom Moment — •^— wäre. Wird daher die Constante k so gewählt, dafs das 

Integral — /"t— öcü den für /u^öco vorgeschriebenen Werth annimmt, so 

/dU 
— ■K-Adoj den Minimumwerth 

Null erhält, und bei der A für die ganze Fläche den constanten Werth 
— -j— =Lg annimmt; mithin ist das Leerbleiben eines Theiles der Fläche 
für die ihr Zeichen nirgend wechselnde Belegung ausgeschlossen. Nun giebt 
es nach dem Frühern stets eine Yertbeilung, deren Moment L sein Zeichen 
nicht ändert, die dem Integral /iL do^ den vorgeschriebenen Werth giebt, und 

das Integral /^ — -g — [■2€ff)Ld(o tn einem Minimum macht, wo e einen con- 
stanten Goefficienten bedeutet. Denkt man sich dieselbe gefunden, dann lehrt 
die &atf/]rische Betrachtung, dafs bei einer neuen Yertbeilung, deren Moment 
A= — —^-{-Lo ist, und bei der /u<föcü gleich dem gegebenen /Ludoi 
ist, für ein unendlich abnehmendes e kein Theil der Fläche leer bleibt, und 
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16 Lipschitz, über Yeriheilung der Eleciriciiät. 

dV 
die Differenz — -0— -f^ ^" ^^^ ganzen Fifiche einen constanten Werth hat. 

Es zeigt sich nun unmittelbar, dafs der constante Werth der Differenz 

dU 
— -^ — [-^ hier die Null ist, denn gesetzt er sei gleich C, so mufs 

/( — -^ — \-jfjd(o = C/dco sein , und weil / -^ d(o = 0, jff 8(0 = ist, 

auch c/dco =0 und daher C selbst gleich 0. Mithin ist vollständig erwiesen, 
dafs es stets eine Doppelbelegung A giebl, deren Potential ü die Relation 
^— =jf erfüllt, und ftir welche y^dco einen gegebenen Werth hat; auch 
sieht man leicht, dafs nur eine solche existirt. 

Die Reduction des allgemeinen electrodynamischen Problems vermittelt 
sich jetzt in folgender Weise, indem zwischen den Functionen U^ und 17; 
unterschieden wird: Es sei zuerst A ein fester Punkt, der aufserhalb der 
Fläche <S^ liegt, r die Entfernung zwischen A und jedem Punkte der Fläche B, 
so hat man die Fundamentalaufgabe, fflr iS eine Doppelschicht zu construiren, 
so dafs der Differentialquotient des zugehörenden Potentials u im Punkte 

B nach p genommen den Werth — ^ hat, und das electrische Moment die- 

nach einem oben angeführten Satze das Integral / — ^ dto gleich Null ist, 

so lange der Punkt A aufserhalb i$ liegt. Die gesuchte Potentialfunction {/„ 
fflr den Punkt A ist dann durch dies Integral bestimmt: 

(6.) Ua =ßk8w, 

und die Richtigkeit dieser Gleichung folgt aus dem Satze (IL) 9 indem statt 
der Ausdrücke N, v, T, t die Gröfsen A, l^ U, u substituirt werden ; denn 
es steht fest, dafs die in Rede stehenden Doppelbelegungen A und X, welche 

P \ — ) f^TJ 

-gy= —^ — , -^^ff geben, in der That existiren. So verwandelt sich 
die Gleichung (IL) in die folgende: 



ser Belegung heifse L Der Werth — ^ ist hier deshalb zulässig, weil 



Digitized by 



Google 



LipschiiZß über VertheUung der Electriciiäi. 17 

a(|) 



f^-W~^'^ ^ßs^"^^ 



deren linke Seite das Potential der Doppelschicht A im Punkte A, das ist 11^, 
ausdrückt. Zur Determination des Moments X bedarf es nun der Aufsuchung 
derjenigen Potentialfunction u^ für den die FIfiche jS^ umschliefsenden unend- 
lichen Raum, die in unendlicher Entfernung von 8 Null wird, und im Punkte B 

du Kt) 

die Gleichung -^ = — ^ — erfüllt. Denn bezeichnet r wieder die Ent- 
fernung des Punktes A von irgend einem Punkte innerhalb S, so ist für den 
innern Raum offenbar die Gröfse — eine Potentialfunction, deren Differential- 
quotient nach p den genannten Werth hat. Man bestimmt nun das 
Moment l aus der Differenz der Werthe u^ und — für jeden Punkt B durch 
die Gleichung 

(7.) II.— i. = 47tk, 

und es folgt aus dem Satze (I.)? dafs das Potential der Doppelschicht l im 
äufsern Räume mit u^, im innern mit — coincidirt, und dafs mithin l das ge- 
suchte Moment ist. 

Sei zweitens der Punkt A innerhalb jS gelegen, so besteht die Fundamen- 
talaufgabe für die Bestimmung von U/darin, eine Doppelbelegung l zu suchen, 

du ^Vv) dy 
deren Potential u im Punkte B der Bedingung -^ = — ^ f-g^ genügt; 

die Gröfse x ^^^^ sogleich definirt werden. Es sei y/ diejenige Potential- 
function für den die Fläche jS umgebenden Raum, die im Unendlichen ver- 
schwindet und in jS einen constanten Werth gleich der Einheit hat; dann habe 

das Integral /-^deoj welches niemals Null sein kann, den Werth A, und 
man setze -^i^ = /. Da / —J^ — öco für einen inneren Punkt A den Werth 



•Ä^^f} 



— An hat, so ist die Bedingung / \—^ \'^]d^ = erfüllt, und es 

giebt stets eine Belegung k von der verlangten Beschaffenheit. Bedeutet ii, 
die Potentialfunction für den inneren Raum der Fläche, die in iS der Gleichung 

Jourual für Mathematik Bd. LVIII. Heftl 3 
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18 LipsehitZß über Veriheitung der EleciricUät. 

-g-^ = — g 1-^ genflgt, so ist — |-;c die Potentialfunction ti« für den 

äufsern Raum, bei welcher -^ denselben Wertb bat und die in nnendlicber 

Entfernung von i9 verscbwindel, und das Moment l wird nacb dem Satze (I.) 
durcb die Gleicbung 

(7*.) |+;c-«i = ^ 

fflr jeden Punkt B der Fläcbe bestimmt. Die Anwendung des Satzes (II.) 
auf die Doppelschicbten l und ^ fflbrt jetzt zu der Gleichung 

Aus der Gleichung (5*.) ist leicht zu folgern, dafs 

ist, da X f^r ^^^ Fläche 8 den constanten Wertb -j- bat; bestimmt man 
daher die in Ui enthaltene beliebige Constante durch die Gleichung 



/' 



p,|a<. = 0, 



SO kommt för üi die Darstellung 

(8.) Ui =/j;,ldco, 

welche dem Ausdruck fflr 27„ genau entspricht. Nachdem jetzt die Functionen 
Ua und Vi gefunden sind, kann das Moment yi der entsprechenden Doppel- 
schicht im Punkte B durch die Gleichung 

(9.) Ua-Üi^ AnA 
abgeleitet werden. 

Es möge erlaubt sein, zum Schlufs dieser allgemeinen Betrachtungen auf 
die Hodificationen derselben hinzuweisen, welche der Annahme entsprechen, dafs 
die Flficbe jS^ keinen körperlichen Raum einschliefst. Die Aenderungen, welche 
dadurch in der Theorie der electrostatischen Verlheilung herbeigefflbrt werden, 
sind in der häufig angefahrten Gati/I^iscben Abhandlung erwähnt. In Bezug auf 
die eUctrodynamiscAe Vertheilung ist aber zu bemerken, daft die Ersetzung 
der Einströmungspunkte der Eleciricität in den Leiter durch einfache electrische 
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Massenpunkte, wie dies oben geschah, nar zulässig ist, so lange derselbe ein 
Körper von drei Dimensionen bleibt. Mithin behält nnr diejenige Auffassung 
unserer Aufgabe eine Bedeutung, bei der der unendliche Raum als leitend, die 
nicht geschlossene Flache i9 als eine unendlich dflnne nicht leitende Einschaltung 
betrachtet wird. Dann handelt es sich nur um eine im Unendlichen verschwin- 
dende Potentialfunction für den fiufseren Raum, deren Differentialquotient nach 
der Normale der Fläche einen vorgeschriebenen Werth ^ in jedem Punkte der- 
selben annehmen soll und die durch diese Forderung vollständig bestimmt ist; fer- 
ner hat die Function^ nicht mehr die Bedingung /gdu) = zu erffillen, son- 
dern kann ganz willkfirlich gegeben sein, sobald nur die Stetigkeit nirgend ver- 
letzt wird. Man sieht dies sehr deutlich, wenn man von der Voraussetzung, dafs 
die Fläche jS^ einen sehr kleinen Raum einschliefse, zum Verschwinden desselben 
übergeht, und erkennt gleichfalls, dafs die Aufgabe immer lösbar bleiben 
mufs. Die Eigenschaften des Potentials U einer Doppelschicht hängen nach 
einer früheren Bemerkung nicht davon ab, dafs die belegte Fläche geschlossen 

/dU 
•^ — d(o gleich Null ist, und 

es erscheint unnöthig auf die einzelnen Sätze, die zur Reduction des allge- 
meinen Problems auf ein Fundamentalproblem dienen, einzugehen, da die 
erforderlichen Aenderungen nur die Bezeichnungsweise betreffen. Will man 
aber den Beweis der Existenz einer Doppelbelegung A, deren Potential ü 

fQr iS die Gleichung -^=^ befriedigt, so fähren, dafs man von vorn herein 

i9 als nicht geschlossen ansieht, so mfissen wesentliche Modificationen eintreten, 
von deren Ausführung wir der Kfirze halber abstehen. 



§. 3. 

Indem wir die im Vorstehenden characterisirten Fundamentalaufgaben 
für den Fall behandeln, dafs die den Leiter begrenzende Fläche ein Rotations- 
ellipsoid ist, werden wir uns den von Herrn Neumann in der ange- 
fahrten Abhandlung gebrauchten Bezeichnungen anschliefsen und mehrfach 
auf die Resultate derselben verweisen. Der Anfangspunkt der rechtwinkligen 
Coordinaten, die zunächst zur Ortsbestimmung dienen sollen, sei der Mittel- 
punkt des gegebenen Rotationsellipsoids, so dafs die Rotationsaxe die 2- 
Axe wird, und die Axen der x und y in die Aequatorialebene fallen; 

3* 
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die RotatioDsaxe sei 2r, die Aeqaatorialaxe 2A} dann ist die Differenz 
ji — jp2 pQgitJY oder negativ, je nachdem das Rotationsellipsoid abgeplattet 
oder verlfingert ist, und in der Gleichung A^^r^ = c^ soll c im ersten Falle 
eine positive Gröfse, im zweiten Falle eine positive Gröfse mal der imagi- 
nären Einheit y— 1 oder j bedeuten. Die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z 
werden jetzt durch sogenannte elliptische Coordinaten a, fi, (p ausgedrflckt 
mittelst der Gleichungen 



ix = c|/l — (T^yi — ^^cosy, 
y = Cyi^I^yr^siny, 

Hier bedeutet a, wenn das Ellipsoid abgeplattet, also c reell ist, eine positive 
Gröfse mit i multiplicirt, wfihrend yi — o^ reell und positiv ist; dagegen be- 
deutet 0, wenn das Ellipsoid ein verlängertes und folglich c imaginär ist, eine 
positive die Einheit abertreffende Gröfse, wahrend y/l— er' gleich einer posi- 
tiven Gröfse dividirt durch t wird. Die Gröfse u durchläuft alle Werthe von 



^=—1 bis /i = -j-l, indem ]/!— /^^ positiv bleibt, und der Winkel y geht 
durch die ganze Peripherie von (p^=^ — n bis 9) = -[- tt. Fflr die gegebene 
Fläche ist der constante Werth von a, der a^ heifsen soll, durch die Glei- 
chung (;o= — 7^ bestimmt, und man sieht, dafs die Voraussetzung (Ta=0 dem 
Uebergang des abgeplatteten EUipsoids in eine Kreisebene vom Radius c, die 
Voraussetzung (Tq = 1 dem Uebergang des verlängerten EUipsoids in eine 
gerade Linie von der Länge -r entspricht. Auch erkennt man leicht die Noth- 
wendigkeit, der Gröfse a, wenn c reell ist, alle rein imaginären Werthe 
von bis 00, und wenn c imaginär ist, alle reellen Werthe von -fl l>is 
-f 00 beizulegen, um durch die elliptischen Coordinaten jeden Punkt des 
Raumes, und zwar jeden nur auf eine Weise, zu fixiren. Das Mittel, durch 
welches die Lösung unserer Aufgaben unmittelbar herbeigefahrt wird, ist die 
von Herrn Neumann gegebene Entwickelung der in elliptischen Coordinaten aus- 
gedrückten reciproken Entfernung zweier Punkte in eine nach den Laplace-^ 
sehen Kugelfunctionen fortschreitende Reihe. Die Coordinaten dieser beiden 
Punkte seien a, fi, 9 und &, /jf, <p', dann ist ihre Entfernung von einander 
gleich dem Ausdruck 
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und bei der Entwickelung von -jj^ wird angenommen, dafs -r>>-T- sei, 

oder dafs das durch den Punkt {a, fi, (p) gelegte mit dem gegebenen confocale 
Ellipsoid von dem durch den Punkt {o', fi', (p*) ebenso gelegten Ellipsoid um- 
schlossen werde. Die betreffende Reihe ist aus den Particularlösungen der 

Differentialgleichung 

..j ,v dS 

zDsammengesetzt, wo n ond m alle positiven ganzen Zahlen von Null an be- 
deuten; die eine Gattung dieser particalaren Integrale wird so bestimmt: 

P r»^ — ^•3-(2»-l) ^,n njn-i) ..„;, , w(n-l)(»-2)(n-3) ..,.« \ 
i'n.üC^;— i.2...„ V^-2(2n-\f + 2.4(2»-l)(2«-3) '* V' 

und die zweite Gattung, welche nach Einfflhrung des Buchstaben a fQr fi 
durch Q„,^ {a) bezeichnet werden soll und die Eigenschaft hat, fQr a=ao 
zu verschwinden, kann in folgender Weise geschrieben werden: 

((?.o(<x) =/^'-^5/* = ii„(a)_P,,(<;)Iog^, 
04.) < -* „ 

WO jR„(c7) die Summe derjenigen Glieder in der Entwickelung von P„i^{d)\o%-^ 

nach Potenzen von — bedeutet, die für a=oo nicht verschwinden. Wenn a 

imaginär, also is ist, hat man den Ausdruck log-^i ^^^^^ 2iarctg— za 

ersetzen, und den Bogen zwischen und -?- zu nehmen. Die reciproke Ent- 
fernung der Punkte {a,fi,q)) und {(^,(i',<p') giebt nun diese Entwickelung: 



WO bn„S= r-jr-; r-^ 7 1 jr- i T 9 ^ii == 1 * UUd ZU dCtt 

Gliedern, för die in = ist, noch der Factor \ hinzutreten mufs. Dasselbe 
gilt fOr alle Doppelreihen, die im Folgenden vorkommen. Das allgemeine 
Glied dieser Doppelreihe ist eine Potentialfunction sowohl in Bezug auf den 
Punkt (o,fij(p) als in Bezug auf den Punkt (o',fi',(p')^ und zwar sind die 
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Ausdrücke P„,^{a)P„^^(fi)co^m(p und P„,m{(f)Pn.mil^)Binmq) Potentialfunctio- 
nen für den innern Raum eines gewissen Ellipsoids, das einem constanten 
Werlh von a entspricht, und die Ausdrücke (?„.m(cf)^n.m(/^)cosiw9) und 
Qn,m[<j)Pfi,m{f^)sintn(p sind Potentialfunctionen für den äufsern Raum, der ein 
solches Ellipsoid umschliefst, und verschwinden in unendlicher Entfernung von 
demselben. 

Bei der ersten und bei der zweiten Fundamentalanfgabe seien die 
Coordinaten des festen Punktes A durch a', fji\ (p' bezeichnet, wenn der- 

selbe aufserhalb der gegebenen Fläche liegt, d.i. wenn -t->>-^ ist, und 

durch c7i, //i, 9i, wenn derselbe innerhalb der gegebenen Fläche liegt, d. i., 

(j' CT 

wenn -7-<i-T' ist; dagegen soll der Punkt, auf den die gesuchten Potential- 
functionen bezogen^ werden, die Coordinaten a, fi, tp haben. Zunächst ist 
also für die electrostatische Aufgabe diejenige Potentialfunction v^ für den 
äufsern Raum zu bestimmen, die im Unendlichen verschwindet und für c7 = (7o 
gleich der reciproken Entfernung der Punkte {o'ff^'^^p') und {o.fiytp) wird, 
und es kommt der Ausdruck (16.) 

p„ = -Ll(2n+l)i:**,.„£^Ö,.„(tf)(?..„(a')P„.„(^)P,.„(^0cosw(9>-^^ 

Um vermöge der Gleichung (3.) die Dichtigkeit g der entsprechenden Be- 
legung zu bilden, ist zu beachten, dafs eine Derivation nach der Flächen- 
normale nur die Variable a berührt, und dafs das Element der Normale 

dp = -r , da ist ; ferner wird die Reihe für p vereinfacht durch die 

bekannte Relation zwischen den particularen Integralen der Differential- 
gleichung (12.) 

(17.) (p.^M%<Ä_o...w%iS)(,_^, _ ^, 

WO der Wertb der Constante rechter Hand ans besondern Wertben der linken 
Seite leicbt zu verificiren ist. Demnacb findet man den Wertb 

(18.) p = 

und die Coordinaten (i, (p bezeichnen den Punkt B auf der gegebenen Fläche. 

Man hat nun zweitens die Potentialfunction r,- ^ür den innern Raum 

des Ellipsoids anzugeben, die an der Oberfläche desselben sich auf die re- 
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ciproke EDtfernang der Punkte {Oi^/LVi^q)^) und ((Tu, ^,9) reducirt. Diese wird 

(19.) Vi = 

und giebt nach der Gleichung (3*.) diesen Werth far die Belegung q im 
Punkte (/M, (p) : 

För die electrodynamische Aufgabe verlangt man erstens diejenige 
Potentialfunction ti^ im äufsern Räume, die in unendlicher Entfernung von 
der Ellipsoidfldche verschwindet, und deren Differentialquotient nach der 
FiAchennormale gleich demselben Differentialquotienten der reciproken Ent- 
fernung der Punkte {&, fi', q>') und (a, fi, 9) wird, und findet 

WO der Kürze halber die Differentialquotienten der Gröfsen P„,^{o\ Q„.m{<^) 
nach genommen durch P„^^ (a), Q'„^^ (a) bezeichnet sind, und die Summation 
von n=l anfängt, da P„y((;) = l, folglich Po'.ü(^)=0 ist. Das Moment der 
entsprechenden Doppelbelegung l im Punkte (oQ^fi,q)) bestimmt die Glei- 
chung (7.)) und die Vereinfachung durch (17.) führt zu der Gestalt desselben 

(22.) X=- i 2(2n+l)2b„.„p^P„^„ (A*)P„.„(/*')co8m(9)-y'). 

Es ist endlich die Potentialfunction Ui für den innern Raum des gegebenen 
Ellipsoids aufzusuchen, deren Differentialquotient nach der Flachennormale ge- 
nommen gleich demselben Differentialquotienten eines Aggregats ist, das aus 
der reciproken Entfernung der Punkte ((^1,^1,^1) und {a,fij(p) und der 
oben characterisirten Function / besteht. Die Potentialfunction 'kp, die in un- 
endlicher Entfernung von dem gegebenen Ellipsoid verschwindet und an der 

Oberflache desselben gleich der Einheit wird, ist gleich q^. ^ indem Pu.u(/^) 

den Werth Eins hat. Das Flachenelement dm ist gleich c^^fi^—^^l—a^d/idq), 
das Element der Flächennormale — wie schon oben bemerkt — gleich 



f fe^^^- mithin h:=f^dm = ^^-^ 

und weil (?„„((;)= —log (-J^), ©[^o (a) = _ _i-j- , so kommt 
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*=/^^"' = 5^'' '*''^""'' ;C = xV = -^Öo.u(cT). Also wird die 
Fanction / gleich dem ersten Gliede der Reihenentwickelang der in Rede 
stehenden reciproken Entfernung, negativ genommen, nnd es entstehen fflr 
die Function fi.- und die zugehörige Doppelbelegung X die folgenden Ausdrflcke: 

(23.) u,^^i(2n+t)kbl^ ^:i;i^^^ 



i(<^o) 



Pn.mK) 



(24.) A = -2;^^^^l(2n+l) 

§. 4. 

Es ist schon oben bemerkt worden, dafs man den Uebergang des ab- 
geplatteten Ellipsoids in eine Kreisebene vom Radius c durch das Abneh- 
men und Verschwinden der Gröfse (Tu ausdruckt; die Punkte ((Tq,^, 9)) und 
((7„,— ^,97) nähern sich dann demselben Punkte der Kreisebene, und daher ist 
es ausreichend, für den Grenzfall der Coordinate [jl nur die Ausdehnung von 
bis 4~1 beizulegen. Der in den Fundamentalaufgaben durch A bezeichnete 
Punkt kann für au = nur ein fiufserer sein, und deshalb kommen nur die 
Potentialfunctionen r^ und ti„ in Betracht. Die einfachen Werthe der Aus- 
drflcke Pn.m (a) und Qn^ (a) und ihrer Differentialquotienten für a = lassen 
sich der Neumannsc\ken Abhandlung gemSfs, — nach Verbesserung einiger 
dort vorkommenden Druckfehler — wie folgt, zusammenstellen, indem man 
unterscheidet, ob die ganze Zahl n — m gerade oder ungerade ist 



^-.-.(0) 
«..-.(0) 



(n — Ol) gerade 



/ ^ X 2 ■ * •«'•••('•"piW — 1 ) 



2.4...(m — m) 
Nail 

.«y-tp„.„(o) 
2 1 

bn.m ^..-(0) 



{n — m) ungerade 



Null 



n— m— 1 



"-^~ 1.3...(it+m) 
^ ^ 2.4...(n— »— • 



-1) 



*«.« PL.«(o) 

-?ty-ip::„(o). 



Hieraas ergiebt sich, dafs in dem Ausdruck von r. durch die Gleichung (16.) 
diejenigen Glieder, fOr welche n — m ungerade ist, und in dem Ausdruck 
von «„ durch die Gleichung (21.) diejenigen Glieder, fflr welche n—m gerade 
ist, ausfallen. Um dies anzudeuten, soll die zweite nach m zu nehmende 
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Summation, riespeclive durch die Zeichen 2:', 'JS characterisirt werden. Man 
siebt ferner, dafs für die nicht verschwindenden Glieder in v« und u„ respective 

wird, und so kommen die Gleichungen fflr r« und u„: 

P« = -•^^(2n+1)i"il„0„.„((y)a.„(a')P„.„(^)P,.„(^')co8«i(y-/), 
(25.) *" •' \ 

«« = -;^l(2n-f l)'i'Ä^,.„(?,.„(cr)(?„.„(cr')P„.„(At)P,.„(A*')cos«i(y-y')- 

\ '»er (j 

Die Dichtigkeit q der zu Va gehöreDden einfachen electrischen Schicht giebt 
hier der Unterschied der Werthe des nach der FIdchennormale genommenen 
Differentialquotienten auf beiden Seiten der Fläche an; diese Werthe sind 
einander numerisch gleich und von entgegengesetztem Vorzeichen, und fuhren 
zu dem Ausdruck 

C260 9 = 2^ f (2n + 1 ) fbl.. QUO)QUo')Pn.MPU/^') cos m (9^-9'). 

In gleicher Weise wird das Moment l der Doppelschicht, die dem Potential 
u„ entspricht, aus der Differenz der gleichen und entgegengesetzten Werthe 
erhalten, die tia zu beiden Seiten der Kreisebene annimmt, und man findet so 

(27.) i = ^ -^(2n+ 1 ) '2:bl^ Q„,n (0) Q^^a') PUf^) PUf^') cos m (y-yO- 

Um die Uebereinstimmung der Gleichungen (26.) und (27.) mit den allge- 
meineren (18.) und (22.) nachzuweisen, mufs man erwägen, dafs fflr einen 
sehr kleinen Werth von a» die Werthe von q und l, welche zwei Punkten 
{Oii^lLi,(p) und (^0 9— |U^^) entsprechen, nicht zusammentreffen, und dafs bei 
dem völligen Verschwinden von Oa für den Punkt, in welchen jene beiden 
Punkte zusammenfallen, nur die Summe der beiden Dichtigkeiten q und nur 
die Differenz der beiden Momente l resultirt. Vermöge- der Eigenschaft der 
Gröfsen Pn.mC/^)? dafs fflr ein gerades (n—m) die Gleichung P„^„{—jLt)=P„^„{/jL) 
und fflr ein ungerades (n— m) die Gleichung P„^„{—fi):=—P„^„{fi) gilt,' blei- 
ben demnach für (Tu==0 in der Reihe (18.) nur diejenigen Glieder, für 
welche (n — m) gerade ist, und in der Reihe (22.) nur diejenigen Glieder, 
fflr welche (n — m) ungerade ist; und da nach der gegebenen Tabelle fflr die 

erstem (?n.m (0)=— 7-^75-^, fflr die andern gn.m(0) = .* ^>^,^, wird, 
SO geht die Gleichung (18.) in (26.), und die Gleichung (22.) in (27.) Aber. 

Jonrual für Mathematik Bd. LVIII. Heftl 4 
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Die SammatioD der für die Potentialfunctionen v^ und Ua aofgestellten 
Doppelreihen (250 wird jetzt das Ziel unserer Untersuchung sein, indem die 
entsprechenden Werthe fflr ^ und l aus diesen unmittelbar hervorgehen. Ver* 
gleicht man die Reihen (25.) mit der Entwickelung (15.) für die reciproke 
Entfernung der Punkte {a, /i, q>) und {</, fi', (p'\ so zeigt sich das allgemeine 
Glied der ersteren vom allgemeinen Gliede der letzteren nur darin verschiedien, 
dafs, abgesehen von einem fOr alle Glieder constanten Factor die Function 
Qn.m{p) an die Stelle der Function Pn.mip) getreten ist. Auch ist es leicht, 
in der Reihe (15.) diejenigen Glieder, für welche {n — m) gerade ist, von 
denen, fOr welche diese Zahl ungerade ist, zu trennen; denn bei der Ver* 
Wandlung derGröfse (a \r\ —fi bleiben durch die schon angeführte Eigenschaft 
der Gröfsen P„^^{fi) die erstem ungefindert, während die andern Glieder ihr 
Vorzeichen umkehren. Benutzt man also das eingeführte Zeichen N als 
Characteristik und fügt die Werthe der Variabein o, fi, q), </, fi\ q/ in Klam- 
mer hinzu, so entstehen aus der Gleichung (15.) diese beiden: 

= 2il(3ii4-l)^'6;.„P„.,((r)(?„.„(a')P,.„(tt)P„.„(|*')co9i»(y-«/)'),' 

ü 



(28.) 



= 2il(2ii + 1 ) 'i*J.^P,.„ ((7) a.„ ((/) P,.« {(i) P,. ip!) cos m (9-9'), 



welche sich den Reihen (25.) noch näher anschliefsen. Man kann nun eine 
specielle Voraussetzung machen, durch welche die in Rede stehenden Aus- 
drücke von dem Winkel (p unabhängig und deshalb einfache Reihen werden, 
— dafs nfimlich die GrOfse fi'=^i sei. Dadurch tritt der Punkt {o'ffjf'\(p*) 
in die gerade Linie, welche im Centrum der Kreisebene senkrecht gegen die- 
selbe errichtet ist; die Ausdrücke P„.„.(^'), in welchen m einen von Null 
verschiedenen Werth hat, verschwinden, und P„,o(i) ist bekanntlich gleich 
der iBinheit. Dann gelingt die Summation der specialisirten Reihen (25.) 
durch ein Verfahren, welches Herr UelmhoUz mir mündlich mittbeilte und das 
auch in der Habilitations- Schrift des Herrn C. G. Bauer ^^ angegeben ist. 
Ersetzt man nümlich in den zu summirenden Reihen die Gröfse Qnji{<f) durch 



**) Von den Integralen gewisser Differentialgleichungen, welche in der Theorie der 
Anziehung vorkommen. 
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"^ ' 8a, und vertauscht die 

Ordnung der Summation und der Integration, so befinden sich unter dem In- 
tegralzeichen genau diejenigen Reihen, welche aus (28.) durch die Annahme 
/^'=1, a = a hervorgehn. Wenn nun die Gleichungen (28.) nach der Sub- 
stitution der reellen Gröfse a ffir die rein imaginäre a fQr das Intervall von 
a = — 1 bis a = -\'l gültig bleiben, so sind für die Ausdrflcke r« und 11«, 
wenn /^' =: 1 ist, diese einfachen Integrale gefunden : 

in denen der Charakteristik iV die Argumente o^ fi, </, fi' beigefOgt sind und 
die Argumente tp und (p^ nicht vorkommen; denn es ist 

N{a, /t, (/, 1) = 1 - a^ ~ a'^ — f/-]- 2aa'fi. 

Diese Anwendung der Gleichung (14.) machte es mir wönschenswerth zu 
untersuchen, ob nicht für jeden Werth von m ein einfacher Factor £i^{a) 
exislirt, mittelst dessen aus den Gröfsen P„,m(o^) die Gröfsen Q„,mi<^) durch 
Integration erhallen werden; denn dies wfire ein Schritt zur Summation der 
Reihen (25.). Vermöge der aus der Theorie der Kugelfunclionen bekannten 
Gleichungen 

deren erslere n und n' als verschieden voraussetzt, kann man för £2„ (a) diese 
Reihe aufstellen: 

(30.) nM = -^i(2»+l)*n.«Pn.m(«)(?«.m(^), 

aus der die Relation 

(31.) C(a) =/''Xm(«)ßm(«)ö« 

folgt; aber es steht nicht von vorn herein fest, dafs dieses a„^{ct) einen 
geschlossenen Ausdruck zuläfst. Hat man einen solchen gefunden, so sind fflr 
den Zweck unserer Summation die Grfinde davon nachzuweisen, dafs erstens 
in den Gleichungen (28.) oder (15.) die reelle Gröfse a fflr die rein imaginäre 
Gröfse o eintreten, und dafs zweitens in diesen Doppelreihen die Summation 

4* 
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nach dem Index n vor der Summation nach dem Index m aasgefObrt werden 
darf. Da nun der Erfolg gelehrt bat, dafs S2^ (a) eine algebraische Function 
der Gröfsen a und a wird, so scheint es passend, jene beiden Punkte vor 
der Ausmittelung von i2„(a) zu erledigen, und das soll im nächsten Paragraph 
geschehen. 

§. 5. 

In Betreff, der ersten Behauptung bemerke ich, dafs dieselbe nur för 
die Voraussetzung gilt, dafs die Gleichung (15.)^ sich auf ein abgeplattetes 
Ellipsoid bezieht, mithin c reell und a' gleich der positiven Gröfse b' mal t ist. 
Dagegen ersetze ich die Variable a durch die allgemeine complexe Gröfse 
a-^-bi und werde zeigen, dafs die Gleichung (15.) richtig bleibt, wenn die 
Gröfsen |/1— o^ und )/A^ sich mit a-f 6s nach der Stetigkeit andern und för 
as=0 und b^O positive Werthe annehmen, wenn ferner die reellen Werthe 
a und b die Bedingung * 

(32.) -rfW+-^<^ 

erffiUen, und die Gröfse b niemals negativ wird. Aus diesem allgemeineren 
Satze ergiebt sich dann als Folge, dafs der Variable a stets jeder reelle Werth 
zwischen den Grenzen — 1 und -f 1 beigelegt werden darf — wie verlangt 
wurde; denn da die Gröfse b' zwar sehr klein aber nicht Null werden kann, 

so ist die Bedingung . .,, <; 1 immer befriedigt. 

Die Enlwickelung der Gröfse — ^ in (15.) ist als eine nach Kugel- 

functionen fortschreitende bezeichnet worden; diese Benennung entspricht der 
geometrischen Auffassung, dafs um den Anfangspunkt der Coordinaten eine 
Kugel vom Radius gleich der Einheit beschrieben ist, dafs /u^ den sinus der 
Breite, (p die Länge auf dieser Kugel bedeutet, und dafs demnach die Gröfse 
-jTTy eine Function des Orts auf derselben ist. Da nun jede, fflr die Ober- 
fläche der Kugel eindeutig gegebene, fiberall endliche Function in eine nach 
Kugelfunctionen fortschreitende stets convergente Reihe entwickelt werden 
kann, und zwar nur auf eine Weise, so steht nichts im Wege, nachdem in 
N für a der Werth a -\- bi substituirt ist, den reellen und den imaginären Theil 
des resultirenden Ausdrucks — tt-m wie derselbe im Vorstehenden definirt 
ist, durch Kugelfunctionen darzustellen, sobald nur beide Theile überall 
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eindeutig und endlich bleiben. Durch das Ausschliefsen der negativen Werthe 
von b ist zunächst die Gröfse yi — a^ = |/l — {a-^bif zu einer eindeutigen ge- 
macht; der Ausdruck — ny wird aber unter den aufgestellten Bedingungen 
weder mehrdeutig noch unendlich werden, wenn der reelle und der imaginäre 
Theil der Gröfse iV nicht gleichzeitig verschwinden können. Um dies zu be- 
weisen, sei }/l— ö^=Ä— /i, Ar der Annahme gemafs positiv, und A^=T-j-l/^ 
Dann kommt durch Substitution der compiexen Werthe 

IT-YkU = /(2-a'+*H*'')-2flÄ*-/(/^H/^")4-2(«Ä-W)6V, 
und nimmt man, um den Beweis apagogisch zu führen, 7=0 und 17=0 an, so 
giebt die Gleichung lT'\-kU=^0 einen Ausdruck für /^^-{'^'^ durch /j^jj!, 
der in die Gleichung £/' = eingesetzt einen Widerspruch hervorruft. Denn 
da der cosinus des reellen Winkels {(p—(p') numerisch die Einheit nicht über- 
treffen kann, so darf in U der Factor von cos{(p—(p*) nicht numerisch kleiner 
sein als der von cos{(p—(p^) freie Theil des Aggregats, wie es eine nothwen- 
dige Folge jener Annahme wäre. Führt man nämlich den erwähnten Aus- 
druck von fi^'\-fi*'^ in diese Differenz ein: 

{ab - Miifji! )'-/'(! + V) (1 - A^' - li"" + /tiV), 
so wird dieselbe gleich 

(33.) {ab - aVfifi' f -l\H b") { 1 + ^V^) 

+ '(l + *'')['(8-«H*'+*'')-2aÄ*+2(flÄ-W)*V'] 
und hat die Eigenschaft, unter der vorgeschriebenen Bedingung wesentlich 
positiv zu sein. Dies wird sogleich klar, wenn man die Gröfsen a, b, kj t 
durch zwei von einander unabhängige Elemente darstellt. Sei zu diesem Ende 
fl = |/l — ;lYl + y^ b = pq, — welche Gleichungen stets, und nur auf eine 
Weise, erfüllt werden können, sobald p jeden Werth von bis -f 1, ^ 
jeden Werth von bis -f ^ annehmen darf und die Gröfse yi — p^ positiv 
oder negativ, die Gröfse yi-f ^^ ^^^ positiv ist — , so folgt daraus A:=/i}/l-|-y^ 
l=zq^\—p^, und die Bedingung fTÄf» + Äft"<l nimmt die einfachere Ge- 

statt ii<iV an, da ^ . ^ >|- -y == 1 ist, und sowohl q als V positiv sind. 

Hierdurch geht der Ausdruck (33.) nach einer leichten Reduction in den 
folgenden über: 

(34.) (l-/»*)(ft'^-^)[A*V'' + 2*Ww*' + (*"+l-p')y'], 
welcher in drei Factoren zerfällt. Der erste derselben ist stets positiv, aufser 
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fOr /i = 1, und dieser Fall, als der Voraussetzung a=0, a=6i entsprechend, 
kann bei dieser Betrachtang ausgeschlossen werden; der zweite Factor b'^—q^ 
ist positiv wegen der Bedingung (32.)) und der dritte Factor, als eine Function 
zweiten Grades von der reellen Gröfse fi/i', ist positiv, weil seine Determinante 

stets negativ bleibt. Folglich ist der Ausdruck (34.) durchaus positiv, wie be* 
hauptet wurde, und die Voraussetzung, dafs der reelle und der imaginäre Theil 
von N gleichzeitig Null werden, bei Erfüllung der Ungleichheit (32.) unstatthaft. 

Es möge nun die Gröfse — ;== = — , . nach der fflr jede Func- 

tion f{iiij (f) geltenden Formel in eine Kugelfunctionenreihe verwandelt werden. 
Diese Formel ist die folgende *) 

" —1 —n 



= P„.„(^) P„.„(a/u) + 2J,., /»,., (^) P„., (;U„) COS {(p - <p„) 

+ 

+ 24,., P„., (fi) P„.„ (jt„) cos n i<p—<po)', 

und daher sind fflr f(ft, w) = — . . . =- diese Integrale aus- 

zumitteln 

r+Y+'' P,.„,(^Jcosi»(y-yj8/t.ay, ^ ^ .,^. 

Kehrt man jetzt fflr einen Aagenblick zur Erwfigung der arsprflngUchen Vor> 
aussetzung znrflck, dafs a=0, a=bi sei, so erhellt, dafs alsdann der Wertb 
des Integrals K„,„(a) aus der Reihe (15.) eindeutig bestimmt ist, nämlich 

(35.) K„,„Xa) = i^b„,„P„,„{a)Q„,„(&)P„,„(ji')cosm(,p-(p'). 

Denn fflr jede Gröfse existirt nur eine nach Kugelfunctionen fortschreitende 
EntWickelung, und überdies läfst sich die vorstehende Gleichung durch den im 
ersten Paragraph angeführten Satz von Dirichlet über Fischenpotentiale leicht 
verificiren. Da nun aber beide Seiten der Gleichung (35.)i wenn a=a-\'bi, 6>Q 

und ^_^„ 4" _^t < 1 genommen wird, endliche und sich nach der Stetigkeit 



*^ Wegen der Form von F„ vergl. die Abhandlung von Jaeobi, Bd. 26, p. 81. 
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Ändernde Fanctionen von (a-^-bi) bleiben, so ist sie för dieses Intervall der 

complexen Gröfse a-j-bi auch noch gültig. Hierdurch kommt fflr die Gröfse 

^ genau diejenige Entwickelung, welche durch Einsetzung 

^ des Werthes a'\-bi för a in die rechte Seite der Gleichung (15.) entsteht, 
and gerade da» sollte erwiesen werden. 

Die zweite zu rechtfertigende Behauptung, dafs in der fQr -r^ auf- 
gestellten Reihe die Ordnung der Summationen, welche sich auf die Buchstaben 
n und m beziehen, vertauscht werden darf, ohne die Convergenz oder den 
Wei:lh der Reihe zu alteriren, beruht auf einer allgemeinen Eigenschaft der 
Darstellung einer gegebenen Function durch Kugelfunctionen. Der von Di-- 
richtet gegebene Beweis für die allgemeine vorhin benutzte Entwickelungs- 
formet*) setzt voraus, dafs bei der Summation zuerst das Glied mit » = 0, 
dann die Glieder^ mit it= 1, etc. genommen werden, wobei die Gliederzahl 
allerdings mit n wächst, aber fflr jedes bestimmte n gleich 2n-f 1, also end- 
lich bleibt. Fafst man dagegen zuerst alle Glieder mit »1 = 0, dann alle 
Glieder mit m=l zusammen etc., so enthält schon jede dieser einzelnen 
Summen unendlich viele Glieder, und es bedarf eines Beweises, sowohl dafs 
diese convergiren, als auch dafs die Summe von allen die gegebene Function 
richtig darstellt. Um denselben zu führen, denke man sich die gegebene 
Function f{/iy (p) zunächst durch eine nach den cosinus und sinus den Viel- 
fachen des Winkels (p geordnete Reihe entwickelt, die für jeden Werth von 
fi und <p convergirt, und bekanntlich diese Form hat: 

Man betrachte dann das allgemeine Glied dieser Reihe, 

. —J fi/^ß Vi)) cos m((p — (p^)d(pt^, 

—n 

als Function von /i und 9> und stelle dasselbe durch Kugelfunctionen dar. 
Dadurch entsteht eine stets convergente Reihe, bei der alle Glieder der alt^ 
gemeinen Reihe mit einem von dem bestimmten m verschiedenen zweiten Index 
herausfallen. Die Substitution derselben für das Integral 

—J VG^^yü)cosiii(y — yo)öyo 



'^) Bd. 17, pg. 35 dieses Journals. 
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in die vorstehende trigonometrische Reihe giebt dann genau dasselbe Resultat, 
wie die Vertanschnng der Snmmationsordnung in der allgemeinen Enlwickelungs- 
formel för die Kagelfunctionen, and dasselbe ist vollständig verificirt. 

§. 6. 
Die Voninlersachang, welche fOr die Anwendung des Ausdrucks i2^(a) 
zur Summation der Reihen (25.) noth wendig war, ist auch bei der directen 
Herleitung des Werthes a^^a) ans der Gleichung (15.)) welche die nfichste 
Aufgabe bildet, wesentlich. i2„(a) war durch diese Reihe dargestellt: 



(30.) n„{a) = JS i(2ii+l)*,.^ P„,^(a) Q^^^{a\ 

RSSffl 

und derjenige Theil der Entwickeiung von , «; , der in den Ausdruck 

CQsm^cp—q)') multiplicirl ist und nach dem vorigen Paragraph eine convergente 
Reihe bildet, kann als bestimmtes Integral, wie folgt, ausgedrQckt werden: 

—71 *^ 

Da die Gröfsen 

nach Entfernung des Factors {\ — fi^'^)^'^ ganze rationale Functionen von /j! 
bleiben, so ist es gestattet, beide Seiten der Gleichung (36.) durch den Term 
(1—^'^)*'" zu dividiren, und dann .u' in die Einheit flbergehn zu lassen. In- 
dem nun '^'^ ^"'ü!^'^ für fi'=i den Werth 

1.2.3...m.2'" ~ i.2.d...m.bn.m.2'^ 

annimmt, so verwandelt sich die rechte Seite der Gleichung (36.) in die Form 

<.2.3.!.m. -2^jfr + ^)^- ''"•- ^""^ ^-- (^'^ ^"•" ^''^' 
welche der Reihe (30.) viel näher steht, und die linke Seite der Gleichung (36.) 
wird ohne Integralzeichen darstellbar. Um dies zu erkennen, darf man nur 
das Integral in eine bekanntci Potenzreihe entwickeln. Sei 

so kommt unter der Voraussetzung, dafs der analytische Modul von X- unter 
der Einheit liegt, die Gleichung 
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f 37 ■) J- /''*"' cosm{tp—(pf)d<p 

"-/„ y(y'-2ydco8(<p-^)+d») 

o 1.3.5...(2m-l) r < ■ l.am + l y' , ) 
~~ * 2.4.6 2m 3'»+' r"f2.2in-f2 d» '"'i' 



in welche fflr ansern Fall die Wertbe 



2 '/'— 2 'd (y^.+yjv,)* 

einzusetzen sind; der Körze wegen ist 



N, = -(aiii-a'fi'f-{.{^i-a'yt-fi''--^i-0^^1-fi")\ 



JV, = - {Ofi - a'iJ,J-\- (yt _ o" yi _ ^» ^- yi -o'Yl - ^^ f 

geschrieben. Dividirt man jetzt die Gleichang (37.) durch (i—fi'^f'", so ent- 
steht die folgende Gleichung: 



_ ^ 1.3...(2m-l)(4}/l-<TVl-cr"|/r=;;?)" | ■ 1.2m4-l y' ■ | 
~ * 2.4 2m (yiV,-j-yiV, )»•"+» rT2.2m+2 d* "t"")» 

und nflhert sich fi' der Einheit, so verschwindet y, es wird 

A\ = iV, = l-o»-<T"-|t*-|-2a(T'^, 

und die rechte Seite von (ßSJ) reducirt sich auf das «tn« Glied 

. i.3...(2m— 1) (4yiz:^yiii^yiii)r«)" 

2.4 2m (2yi— <r'— o»»— ^»H-2oa'^)^''+» " 

Dieser Grenzwerth des Integrals hat mit dem Grenzwerth der rechten Seite 
von (36.) den Factor ^-j — ^ gemeinschaftlich, so dafs nach Abwerfnng 
desselben diese Relation erscheint: 

Aus der vorliegenden Reihe kann die Form der Reihe (30.) hervorgebracht wer- 
den, indem man dieselbe mit einem geeigneten Factor mnitiplicirt und nach der 
Grörse /LL zwischen den Grenzen —1 und -j-l die Integration ausführt. Nimmt 
man nämlich den Factor (1 —fi^)^'^''\i -f ^) ö/^, so verschwindet im allgemeinen 
Gliede der Reihe der Ausdruck P„.„(/i) un^' '"»en allen .Gliedern 

Journal für Mathematik Bd. LVIII. Heft 1. 
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gemeinsamen Factor ersetzt; denn es ist 

(400 ./'' pui^)(i-/^r-\i+/^)ö/^=/ 

= 1.2.3.-(m — 1).2^ 
Der Beweis dieser Relation ergiebt sich leicht aus der Betrachtung der Gleichung 



- = l+Pi,oCt^)« + P..ü(/t)«^ + - + P».u(A^)«"+-. 



durch welche Legendre die Gröfsen Pn.o{l^) definirt hat, und die für jedes 
unter der Einheit liegende z gilt. Differentiirt man dieselbe oimal successive 
nach der Variable /i, so kommt die Gleichung 

i.3...{2m—i)z^ _ "g^ rf^P^.uC^) . 

in der die Functionen P„.o(/^)9 fBr welche n<im ist, als ganze rationale 
Functionen n^^"" Grades, durch die Derivation verschwunden sind. Um die 
Form des Integrals in (40.) zu erhalten, ist dann der Factor (*— A^^)'""*(l+/^)^Ai 
hinzuzufflgen und zwischen den Grenzen ^==—1 und fi=^-\'\ zu integriren, 
und man hat 

(41.) ,.8...(a— „.._/-Jl=Ö^^Ü$ä|S- 



-1 



Das Integral der linkra Seite geht durch Einführung der Integrationsvariahle 
Y mittelst der Gleichung ^ = -^^^^ in die folgende einfachere Form Aber: 

•/ (1— 2ii*Ä+«*)ic»'"+') ~ J [(1— z)V"+2(i+2')y+(i+2)"F'"+*>' 
Betrachtet man die etwas allgemeinere Gestalt 

(42.) J =^ (y«-f-2ey+/')K2m+i)9 
so ergiebt sich leicht, dafs 

•^ ~ 1.3.5...(2m— 1)5?^Y (y«+2ify+/)* 
ist, oder, weil das differentiirte Integral den Werth ^ . ;^ hat, dafs die Gleichung 



fA!\ "1 J 1.2.3,..(m — 1) \ 

yi^o.) ^ — 1.3 5... (2m— 1) l^Vfr 
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stattfindet. Setzt man nan wieder 

^ — (1— z)«' / — (1— *)«' 

so kommt nach einer kleinen Reduction 

y (1— 2^^+Ä«)K2m+i) — 1.3.5...(2m— 1)^ 1—«' 
und aus der Gleichung (41.) wird die folgende: 
(44.) 1.2.3...(».-1)|:^ = ^y *" ir^\ l-A»r-'(H/")gi"-«"> 

welche durch Entwickelung der Gröfse ,_ in die Potenzreihe a:'"-|-«'"+*-|- ... 
und durch Gleichsetsung der Coefficienten gleichhoher Potenzen die zu be- 
weisende Gleichung (40.) hervorbringt. Dem zufolge entsteht aus (39.) die 
Gleichung 



—1 



= •-ri(2ii+l)*„.«P,.^(a)(?„.^((T'), 



wo nur das Integral der linken Seite auszumitteln bleibt. Durch die oben 
benutzte Substitution /^ = ^— pr- kommt 

und zieht man ans dem Nenner des Integrals rechter Hand den Factor 
f — : — j heraus und setzt 

so stimmt dasselbe mit dem Integral J in (42.) Oberein, dessen Werth in (43.) 
angegeben ist. Hieraus folgt die Bestimmung 

r^i (l-fi')"-Ml+^)a^ _ 1.2.,.. (m—1) 2'" 

^^^'^ J^ (l_<y«^<j'»-^«+2<yö'/t)»<2«+*) ~ 1.3...(2m-l) /^ö^Vj_^,^^ 

und die Gleichung (45.) geht in die folgende Ober: 

(«0 {\EtT^ = Ti(2»+ l)*„.„P„..(<r) <?_(«T'). 

5* 
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Nun gelten nach dem vorigen Paragraphen die angestellten Betrachtangen nicht 
nur wenn a eine rein imaginäre, sondern auch wenn a eine zwischen den 
Grenzen — 1 und -f 1 eingeschlossene reelle Gröfse bedeutet; deshalb ist es 
gestattet, der Uebereinstimmung mit der früheren Bezeichnung wegen, in (47.) 
fQr a den Buchstaben a, för & den Buchstaben a zu schreiben, und man be- 
kommt für das gesuchte i2„(a) diesen Ausdruck: 

(48.) i2„ («) = £1 (211+1) *„.„ P„.. («) (?„.„ (er) = Q^f-L^. 

Derselbe erfüllt den Zweck, durch eine Integration von den Gröfeen 
Pn,m{^) 2^tt de^ Gröfaen Q„,„,(a) zu führen; indem man ihn in die Glei^ 
chung (31.) eubstituirt, entsteht die Relation 

(31 *.) Q.AO) = -(ii:^y"X.(«)(l-«r ^, 

von der die Neutnannsche Gleichung für QnS}{o) (14.) ein besonderer Fall 
ist. Wenn man abrigens beachtet, dafs die Ausdrücke (1— /i^)^'"P„.m(^) und 
{\—M^f'^Qn,m{lJ^) derselben gewöhnlichen Differentialgleichung genügen, und 
diese aus der Differentialgleichung (12.) wirklich herleitet, so macht sich die 
Verification von (31 *.) sehr leicht. 

Jetzt sind wir in den Stand gesetzt, geschlossene Ausdrücke für die 
Gröfsen Va und Ua in (25.) aus den Gleichungen (28.) zu entwickeln. In 
denselben werde für a die reelle Gröfse a, und statt (p der Buchstabe ß ge- 
schrieben, ferner seien die Reihen nach den Cosinus der Vielfachen von (ß—^') 
geordnet. Dann bilde man die Reihe 

—a*+a^ 1 



= i 



2— a«— <y«— 2yT=^*yT^^C08((^— /9) ^' 



welche immer convergirt , da a die Einheit nicht übertrifft und |/1 — a^ stets 
gröfser als dieselbe ist, und multiplicire die Reihen in (28.) mit der Reihe (49.), 
und die linke Seite jener Gleichungen mit dem Werthe dieser Reihe. Wird 
jetzt das Element dß hinzugefügt und nach demselben von ß^= — 7i bis ß=n 
integrirt, so tritt in den Reihen der Ausdruck cosm(q)--q)') an die Stelle von 
cosm(ß — g>')^ und zu dem Aggregat, das in cos »1(9 — 9') multiplicirt ist, 

kommt der Factor n ^ ^^ > hinzu. Die Integration nach 8a innerhalb 

der Grenzen —1 und -fl verwandelt nun vermöge der Relation (31*.) jedes 
P„,m{a) in Q„,m{o) und somit die in Rede stehenden Reihen, in die Gestalt 
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der Reihen (25.). Dadurch aber entsteht das gesuchte Resaltat 
— i f-^^f-^Y 



(50.) 



-1 -_n y^^(«»^»Äö'>^'>9') 

j 1 \ [G\a)badß 



der Factor des Zählers {0'\-a) ist durch Division von (cr—a) in {d^—a^) in 
der Gleichung (49.) hervorgebracht. 

§. 7. 
Man kann die Form der Doppelintegrale in (50.) ein «wenig vereinfachen, 
indem man bemerkt, dafs die Gröfsen 

JV(a, —II, ß, &, ti\ (p') und JV(— a, fi, ß, &, /i', cp') 
identisch sind, und stall der Integrationsvariable a eine nur durch das Vor* 
zeichen verschiedene Variable einführt; dann kommt durch Addition der zu- 
sammengehörenden ursprflnglichen und neuen Gleichungen 

^° ~ 2fi»cy y yiV(a, ^, A a', ^', q>') 2— a«-<y«~2>^r=i?|/T=^cos(y — /9) ' 

^^*** lll = -Hi. f^^f^'' L adadß 

.^^ ~ ^'^*cJ^ y^ yN(a, fA, /?, &, ii\ fff) 2— a«— a*— 2 yT=^ yT=^cos ((p—ß) ' 

Die directe Werthbestimmung dieser Integrale ist in dem speciellen zuerst 
behandelten Falle, dafs .a'=l ist, ohne Schwierigkeit; die einfachen In- 
tegrale der Gleichung (29.), in welche die vorliegenden sich alsdann ver- 
wandeln, geben nach der gewöhnlichen Methode die folgenden Ausdrücke, so- 
bald man nur darauf achtet, die Quadratwurzelgröfse sich stetig Andern und 
für a = einen positiven Werlh annehmen zu lassen: 

["j = 



arctg 






wo die Bogen zwischen den Grenzen ond n zo nehmen sind. Dagegen 
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scheiterten die mir bekannten Hülfsmiltel an der Aufgabe, die Natur der In- 
tegrale (50*.) zu erforschen, sobald den darin vorkommenden Gröfsen keine 
Beschränkung auferlegt wird *), und ich sah mich genöthigt, bei der weiteren 
Untersuchung auf den Umstand zu fufsen, dafs v^ und ti„ fOr den ganxen un- 
endlichen Raum mit Ausschlufs der Kreisscheibe Potentialfunctionen sind, die 
in unendlicher Entfernung von derselben verschwinden und durch die an der 
Scheibe selbst zu erfüllenden Bedingungen eindeutig bestimmt sind. Ferner 
konnte als Fingerzeig dienen, dafs diese Potentialfunctionen für /u' s= 1 in die 
Formen [v^] und [Ua] der Gleichung (51.) übergeben müssen. Hierbei schien 
es wichtig, der partiellen Differentialgleichung 

eine Gestalt zu geben, bei wefcher leicht zu erkennen ist, ob Functionen, die 
den Gröfsen [v„] und [tij ähnlich gebildet sind, derselben genügen oder nicht. 
Dfl nun die Form der Laplaceschen Differentialgleichung, in welche sie durch 
die Coordinaten a, fi, (p übergeht, 

(52, ^"-"''^ ^"-"''l^ l .■-.• e-r , 

sogar für die Yerification der Ausdrücke [rj und [uj sich sehr unbequem 
zeigte, so entschied ich mich dafür das Quadrat der Entfernung der Punkte 
{a,iti,<p) und {a'jfM',g)') dividirt durch das Quadrat des Radius c, oder N statt der 
Variable (p als Coordinate einzuführen, und die andern beiden Coordinaten a 
und jLt beizubehalten. Um dann jeden Punkt des Raumes durch a, fi, JN auf 
eine Weise ausdrücken zu können, hat man der Gröfse |/1 —u^ auch das ne- 
gative Zeichen zu gestatten; doch wird dies in unserer Aufgabe keine An- 
wendung finden. Die partielle Differentialgleichung (52.) für eine Function V 
im Punkte {a,fi,N) erscheint demnach, wie folgt: 






*) Durch die Vertauscbung von ^ und ^' erhält man offenbar l&r Va und Ua Aus- 
drucke von derselben Form wie in (51.)« wenn /« = 1 ist; aufserdem liefs sich nur der 
Grenzwerth des Products Qfi für fi = direct ableiten. 
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Bildet man nun den Ausdruck 

(54.) F=^.PC^,(-^) 

and snbstitairt denselben in (öS.)? so zeigt die Recbnang, welche ich der 
KOrze halber nicht hersetze, dafs die partielle Differentialgleichung (53.) be- 
friedigt wird und folglich auch die Gleichung (52.)' Ein zweites particulares 
Integral der letztern erhfilt man ans dem vorstehenden, indem man statt der 
von a, fi, (p unabhängigen Gröfse n' den entgegengesetzten Werth — ,u' ein- 
fahrt, nfimlich -== * arctg >''^<'^'^'^''^'~^'' ^; und es bedarf 

wohl kaum der Erwähnung, dafs 

N(a, fi, (p, d, —fi', <p') = iV(ff, —fi, (p, &, fi', (p') 

ist. Durch diese beiden Particularlösungen werden die allgemeinen Ausdrücke 
Va und Ua der Gleichung (50.) in folgender Weise dargestellt: 



>*e\yjv(a,fi,<p,<s',ft',(p') * — <Tö'+A*f»' 



(55.) 






nc v 



arctg ^^<^-^>y'^>f^^ 



iN(if,lJLyq>,(f,iJL\qf) ^ —a&^lilA> 



. * arctir iIEEMI^^\ , 

wo die zu den Tangenten gehörenden Bogen zwischen den Grenzen und n 
zu wfihlen sind; doch mufs eine strenge Yerificalion dieser Gleichungen er- 
folgen. Zu diesem Ende ist es nöthig sich zu flberzeugen, dafs die Functionen, 
welche r« und ti^ darstellen sollen, und die als Lösungen der Laplaceschen 
Differentialgleichung schon erwiesen sind, in unendlicher Entfernung von der 
Kreisscheibe verschwinden, und im ganzen Räume, diese Flflche ausgenommen, 
endlich und stetig sind, und endh'che und stetige Differentialquotienten in jeder 
Richtung haben. Diese Eigenschaften besitzt der Ausdruck 



denn sobald der Punkt (a, fi, ^) sich weiter von der Kreisscheibe entfernt als 
um eine gewisse leicht anzugebende Gröfse, so nimmt der erste Factor des- 
selben mehr und mehr ab, wfihrend der zweite Factor die Grenze n nicht 
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überschreitet, und eine Unterbrechung der Stetigkeit findet auch nicht an der 
Stelle statt, wo der erste Factor unendlich grofs wird. Nfiherl sich näofilich 
der Punkt (a, fi, (p) dem festen Punkte (a', fi', q/) , so ist der Ausdruck 
— a&'\'!J^fJ wesentlich positiv, und die Gröfse unter dem Zeichen arctg. ein 
ächter Bruch; entwickelt man also den Bogen nach Potenzen der Tangente und 
dividirt den Term iN{a, fjL,(p^&,ij!,<p') in die einzelnen Glieder der Reihe, 
dann kommt ein Resultat, das offenbar mit Einschiurs seiner Differentialquotienten 
endlich und stetig ist. Da nun der Ausdruck 

* arctff y-'y(^>^>y>^>~/^^y') 

dieselbe Betrachtung erlaubt, so sind die Ausdrücke für v^ und u^ in (55.) 
Potentialfunctionen des bezeichneten Characlers. Es bleibt aber noch zu zeigen, 
dafs der Werth für v^ für jeden Punkt der Kreisfläche (0, //, (p) in die Gröfse 

— . übergeht, und der Differentialquotient des Werthes für 

ryjV(0,fi,v,<r',^',9/) 

u„ nach der Flüchennormale genommen in den gleichen Differentialquotienten 

der Gröfse , für = 0. Der erste Umstand wird dadurch 

cfR(ayfi,q>ya\fA\q>') 

absolvirt, dafs die Gröfsen 

1 



und 



C iJ\(0,fAy(p,&yfl\(p') C ^J\ (0, fly tfy (f, — ^', ^p') 

zusammenfallen, und dafs die Summe 



den Werth n hat, indem die Tangenten gleich und entgegengesetzt, und die 
zugehörigen Bogen zwischen den Grenzen und n zu nehmen sind. Wegen 
des zweiten Umstandes hat man den Differentialquolienten des für v„ angege- 
benen Ausdrucks nach a zu bilden, und dann a = zu setzen; da nun 

^ ( * ) = 3 ( * > 

do ^|/jV(ö, (i, q>, &, (*', (p') ' do ^ilS(a, fi, q>, a', —/i'. 9/) ^ ' 



wird, wenn man nach vollzogener Differentiation a = setzt, so verwandelt 
sich der in Rede stehende Differentialquotient des ganzen Aggregats in den 
einen Term -5— ( , , — ==) für 0=0. wie behauptet wurde. Hier- 

d^\iN(<Syllyq>y&yll\q^y ^ 

mit sind die Gleichungen (55.) zufolge der Untersuchungen- des ersten Para- 
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graphen streng bewiesen, und dienen jetzt ihrerseits zur Ausmittelung der 
Doppelintegrale, durch welche in (50*.) die Functionen v^ und Ua dargestellt 
sind, und bei denen keine von beiden Integrationen für sich durch algebraische 
und logarithmische Gröfsen absolvirt werden kann. Indem man hejde Glei- 
chungen durch Addition vereinigt, kommt das Resultat 

i_ r^^r+^ 1 ia'{-a)dadß 

4n y J i/Nla.u.^.G\u'w') 2 — a*— er«— 2 i/ü^l/i^ 



-I 



^]}l(a, fA, ßy &, ^', 9>') 2-a«— (r«-2}/r=^|/r=^cos(y— /?) 



Es sei gestattet, mit wenigen Worten auf die geometrische Deutung der 
Functionen v^. und u^ einzugehn. Nach (55.) ist v^ die Summe und u^ die 
Differenz von zwei Ausdrücken • deren zweiter aus dem ersten durch Ver- 
wandlung der Gröfse /x' in — .a' hergeleitet ist: sobald also die Elemente des 
ersten durch die Lage des festen Punktes io',fi',q>') und des beweglichen 
Punktes (a, in, (p) bestimmt sind, hat man nur statt des Punktes {&, fi', <p') den 
Punkt (a', — iLt', (p*) zu setzen, und dieselbe Construction zu machen, um den 
zweiten Ausdruck zu erhalten. Der Punkt {&, —ii\ y') wird aber gefunden^ 
indem man von dem Punkte (c/^ fJ, 9)') auf die Ebene des gegebenen Kreises 
ein Perpendikel herabläfst, dasselbe um sich selbst verlängert und den End- 
punkt desselben nimmt. Mitbin genagt es den ersteren Ausdruck ins Auge zu 
fassen. Es werde der Punkt {a, (i, (p) durch B bezeichnet , und von dem- 
selben auf die Ebene des Kreises das Perpendikel BC gefällt; sei ferner O 
der Mittelpunkt des Kreises, so werde der Durchmesser DOCE gezogen, und 
der Punkt B mit den Endpunkten desselben, D und E, verbunden. Um die 
Bestandtbeile dieser Figur durch die Coordinaten a, fi, cp auszudrücken, möge 
a gleich der positiven Gröfse s mal der imaginären Einheit gesetzt, und fi zu- 
nächst positiv angenommen werden; dann ist nach den Gleichungen (10.) 



BC = csfi, OC = C|/l 4- s' |/1 — fi\ DE = 2c, 
und man findet leicht 



DB' = c^(*y 4- (14-^14. ,71-^^)^), 

EB' = c'i8Y+{i-yr{i^^'r:^f:), 

folglich 

DB = c (}/T4v + }/i^7^ ), EB = c (}/H^- y^r^). 

Der Winkel DBE werde cd genannt, so giebt eine Grundformel der Trigo- 

Jonnial fttr Mathematik Bd. LVIII. Heftl 6 



Digitized by 



Google 



42 LipsehitZß über Veriheilung der Eleciriciiäi. 

nometrie die Bestimmnngen 

cosicü = -F==, sin ^ü) = JL— ', 

wird dagegen fi negativ gedacht, so hat man bei derselben Gonstraction die 
Gleichungen 

Ferner ist die Gröfse c^9^'\-fi^ die mittlere Proportionale zu den beiden 
Linien DB und EB. Wird nun der Punkt {o',f^'^(p') A genannt und in 
gleicher Weise das Perpendikel AC auf die Kreisebene herabgelassen, der 
Durchmesser D'OC'E' gezogen, und der Winkel D'AE' mit to' bezeichnet, 
so ist wieder 

wo das obere Zeichen für ein positives, das untere für ein negatives fi' gilt, 
und cys'^'\'iLL'^ gleich der mittleren Proportionale zu den Linien D'A und E'A. 
Hierdurch ergiebt sich für den Ausdruck 

dafs 

wird ; schreibt man daher die Tangente, deren Bogen genommen werden soll, 

in der Form 

cc i]S(a, lAy g), <f, ii\ g>')^ 

so ist c der gegebene Kreishalbmesser, c^JS^a, /i, tp, &, fi', <p*) die Verbin- 
dungslinie der Punkte A und B, C|/«^-f-/i^ die mittlere Proportionale der 
Linien DB und EB, c]/«'^-f^'^ die mittlere Proportionale der Linien D'A 

und E'A, und cos ^— ^"^ ) ^^^ cosinus der halben Differenz der Winkel 

DBE und D'AE', sobald die Punkte B und A auf derselben Seite der Ebene 
des Kreises liegen, und der cosinus der halben Summe der Winkel DBE und 
D'AE', sobald B und A auf entgegengesetzten Seiten der Ebene liegen. 
Alle Elemente des in Rede stehenden Ausdrucks Andern sich nach der Stetig- 
keit, wenn der Punkt A festgehalten wird, and der Punkt B den ganzen un- 
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endlichen Raum dnrchlfiuft, mit Ausnahme der Gröfse cosf "^ ^ ^ )^ ^^^ ^^^^^ 
macht nur dann einen Sprang, wenn der Weg des Punktes B die Ebene 
innerkalb des Kreises durchkreuzt; darin besteht aber der eigenthQmliche 
Character dieser Function. 

Nachdem die wahre Form der Potentialfunctionen r^ und ti^ in den 
Gleichungen (55.) aufgestellt ist, bleibt die Dichtigkeit (> der einfachen Belegung 
und das Moment l der Doppelbelegung ans dieser zu entwickeln. Der Dif- 
ferentialquotient von r«. nach der Normale der Kreisflfiche, an der Seite der 

positiven fi genommen, ist gleich ^, für ct = und /i.>0, an der 

anderen Seite gilt der gleiche und entgegengesetzte Werth; schreibt man 
hier der Kurze halber iV für JV(0, fi, tp, d, fi*, q>'\ so kommt 

Die Bogen der Tangenten sind zwischen und n zu nehmen; wird aber fflr einen 
Augenblick — t^=V gesetzt, so ergiebt sich 

arctg( — f]) — arctg?; = ti — 2arctg^ = 2arctg — , 

doch ist in dem letzten Ausdruck der Bogen zwischen — ^n und -f i^n: zu 
wfihlen. Indem man diese Vereinfachung benutzt, und die Gleichung 

. 2i/dVa\ 
— 471Q = l-^j 

^ Oft \ da ^os=() 

anwendet, so entsteht für die gesuchte Dichtigkeit q dieser Ausdruck: 

C»T.) ,= _-^(^ + ^.„,g^). 

Das Moment l wird durch die Gleichung 471^ = 2(11^)0=0 bestimmt, da u^ zu 
beiden Seiten gleiche und entgegengesetzte Werthe hat; und diese liefert die 
Darstellung : 

(580 »=-i^73v"»te-^-- 
in dieser wie in der vorhergehenden Gleichung liegen die Gröfsen ^^^^g^^ 
zwischen den Grenzen —^n und -f i^^ ""^ ^^^ Variable /i werden nnr 
positive Werthe gegeben. 

Hiermit sind die Fnndamentalaufgaben des ersten Paragraphen fflr den Fall 
der Kreisscheibe vollstflndig gelöst; wir beziehen nun die gegebenen Functionen 
f und ff der ersten und der zweiten allgemeinen Aufgabe auf die Coordinaten 
fi, (p eines Punktes im Kreise vom Radius c, nnd deuten dies durch die 

6* 
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Zeichen f(ß',(p) und Sf{l^»V) s^? ^^^^ verwandeln sich die allgemeinen Glei- 
chungen (1.) und (6.)? durch welche die Probleme der electrostatischen und 
der electrodynamischen Yertheilung aufgelöst werden, in die folgenden, wo 
das Element der Kreisfläche c^fidfidtp ist, und die Polen lialfunctionen F«, und 
Ua für den Punkt {o',/^',(p') gelten: 

(590 V^ = - ;p-//'^V(/^.9)[-^ + 7^arctg^]ö^5^ 
(60.) üa= -■^/y%(j^,<p)[^arclg^]fi8fid<p. 

—TT 

In dem Fall, dafs die gegebenen Functionen f(f^,(p) und ff{f^,(p) von dem 

()d(p 

ld(p, wo die Werthe () und l aus (57.) und (58.) genommen sind, 

—TT 

möglichst zu vereinfachen. Dieselben können in elliptische Integrale verwandelt 
werden; doch ist es zu diesem Zwecke passend, auf die Ausdrücke v^ und 
Ua in (55.) zurflckzugehen, und ich werde mich begnfigen, das Integral 

als elliptisches Integral der ersten Gattung darzustellen, woraus die Wahrheit 
der Behauptung leicht gefolgert werden kann. Es sei der Kflrze wegen 

so ist 

JV = a— 6 cos (9 — (p'\ 

und wendet man die Formel an: 

welche fflr positive und negative Werthe von ^ gilt, da der Bogen zwischen 
den Grenzen und n zu nehmen ist, so kommt 



fligp 2n 



Nun ist bekanntlich 
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also giebt die Verlaoschung der Integrationen fQr W den Wertb 

(62.) w = r , , .^•^. . , 

der die Form eines elliptischen Integrals erster Gattung bat. Um dasselbe in 

die canoniscbe Form zu bringen, werde a— ö = iV,, a-\■h=iK^ gesetzt, und 

VIS 
weil iV2>>iV, ist, die Substitution x = — - angewandt; dann wird FF gleich 

-j^ I / ^ -, wenn ^ positiv ist, oder gleich 



)/(i+r*)0+-^.i'*)' 



dy 



wenn ^ negativ ist. Aus der Gleichung / , . , -^ — = i#? folgt aber 

nach den Grandformeln der elliptischen Functionen 

iy = sinam (f^ tr^ Ar) = ttgam(tr^ A'), 

wo k' = yi — k^ ist, und deshalb w = arglgBm{y, k'). Setzt man daher 

N 

— i- = Ar^ so entsteht die Endgleichung 

(63.) W = ^argtgam(l^,*')' 

in der das Argument nach Jacobh Bezeichnung zwischen den Grenzen und 
2K' zu nehmen ist. 

Schliefslich sei noch einer andern Form gedacht, die man unter ge- 
wissen Voraussetzungen den Ausdrucken V^ und V^ der Gleichungen (59.) 
und (60.) geben kanri. Wenn nämlich das Potential, dessen Werlh f in der 
Kreisfläche bei der ersten Aufgabe, und dessen Differentialquotient g nach der 
Flächennormale bei der zweiten Aufgabe gegeben war, von Massen herrflhrt, 
die aufserhalb eines gewissen die Kreisfläche umschliefsenden Raumes ihren 
Sitz haben, und. wenn dasselbe fQr jeden Punkt {p, /i, tp) dieses Raumes bekannt 
ist, so darf man es sich in eine Reihe entwickelt denken, die in Bezug auf 
die Gröfsen fi und (p nach Kugelfunctionen fortschreitet, und auch in Bezug 
auf die Gröfse a die Form der Reihe (15.) hat. Wenn ferner diese Reihenent- 
Wickelung auch dann noch gültig^ bleibt, sobald in ihr und in dem gegebenen 
Ausdruck des Potentials, der f{o,fi,(p) sein mag, für die rein imaginäre 
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Gröfse a die zwischen den Grenzen — 1 nnd -f 1 Hegende Gröfse a snbstitnirt 
wird, so fahren dieselben Betrachtungen, welche zur Herleitang der Glei- 
chungen (50*.) angewandt wurden, zu den folgenden Relationen: 



(64.) 



wo die Potentialfonclionen F„ und ü^ für den Punkt (<r, fi, (p) bestimmt sind. 
Ist das Potential f{a,fi,<p) von dem Winkel 9) unabhängig, so gewinnen sie 
die noch einfachere Gestalt 



(65.) 






^1 

welche von Herrn UelmhoUz und Herrn Bauer bemerkt ist. Eine von der 
Reihenentwickelung des Potentials f{o,fi,<p) abstrahirende Untersuchung der 
Gleichungen (64.) und (65.) würde an dieser Stelle zu weit fflhren. 

§. 8. 
Die Fundamentalaufgaben des ersten Paragraphen erlauben in dem Falle, 
dafs der feste durch Ä bezeichnete Punkt aufserhalb der gegebenen Fläche «9 
liegt, eine einfache physikalische Interpretation: bei der ersten sei der durch 
die Fläche jS eingeschlossene Raum ein Leiter der statischen Electricitfit, 
und in dem Punkte Ä die negative Einheit des electrischen Fluidums con- 
centrirt, dann ist r^ das Potential der Wirkung, welche die an der Oberfläche 
von jS> inducirte electrische Schicht ausObt, nachdem der Körper mit der Erde 
leitend verbunden ist; bei der zweiten Aufgabe sei der unendliche Raam mit 
Ausschlufs des durch die Fläche jS begrenzten Raumes ein Leiter der dyna- 
mischen Electricität, und der Punkt A enthalte die positive Einheit der electri- 
schen Masse (vermöge der Substitution electrischer Massen ffir Einströmungs- 
punkte der Electricität), dann ist die electrische Spannung In irgend einem 
Punkte des Leiters gleich der reciproken Entfernung dieses Punktes vom 
Punkte A vermindert um den Werth der Potentialfunction »» an derselben 
Steile. Wenn wir daher unter der Voraussetzung, dafs die Fläche «9 ein 
verlängertes Rotationsellipsoid ist und abnehmend sich der geraden Linie nähert. 
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jene beiden Potentialfonctionen r^ and Va ffir sich allein ins Auge fassen, 
ohne eine Anwendung auf die allgemeinen Aufgaben des §. 1 zu machen, 
so hat dies nach dem eben Gesagten seine volle Berechtigung; auch hindert 
nichts, das Resultat der gleichzeitigen Wirkung mehrerer electrischer Massen- 
punkte durch Addition der entsprechenden Potentiale darzustellen, und dadurch 
die Anwendung in anderer Weise zu verallgemeinern. 

Die Gleichungen (16.) und (21.) gaben für v^ und ti» diese Ausdrücke: 

«, = lJ(2n+l)ift!;.„^^(?„.„(«T)(?,.„(Oi*-.«(A*)i'-.«(i«')cosw(<y^'), 

und die Annäherung des verlängerten EUipsoids an die gerade Linie wird 
durch die Annäherung der reellen positiven Gröfse Oo an die Einheit darge- 
stellt. Da hierbei die Werthe der Functionen Qn.m{(Jo) «nd Ö».m(^ü) über 
jede Grenze hinaus zunehmen, so bestand die Aufgabe darin, den Effect dieses 
Wachsens auf die Potentiale v^ und ti« zu erkennen, und es hat sich gezeigt, 
dafs das Product von p« wid der Gröfse log °~ und das Product von ti„ 

und der Gröfse ,_, gegen feste Grenzen convergiren, die in geschlossener 

Form darstellbar sind. Dies Resultat soll nachgewiesen werden, indem man 
auf das Vertalten der Gröfsen P„,„,{ao) und Ö„.^(cTo) näher eingeht. 

Die Gleichung (31*.), durch welche Q„,„{a) auf P„,nti<^) zuröckge- 
föhrt wird, 

gilt ebensowohl für reelle, die Einheit übertreffende Werthe von a, wie fflr 
rein imaginäre, da Q„,m{<^) eine nach Potenzen von — entwickelbare Gröfse 

ist, sobald der analytische Modul von — unter der Einheit liegt. Schreibt 

man unter dem Integralzeichen (1— a^)**" — j^^^ ^^^ ^«.mC«)^ so wird klar, 
dafs P„,mi^)(i'-^^)^'^ eine ganze rationale Function von a ist. Nun hat man 
die identische Gleichung 



— 1 



=/ 
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in der das erste Integral der linken Seite eine ganze rationale Function von 
a werden mufs, da a — a in den Ausdruck der Parenthese dividirt werden 
kann, in der das zweite Integral der linken Seite den Werth 



I 
hat, und wo die rechte Seite, nach fallenden Potenzen von a entwickelt, nur 

negative Potenzen dieser Gröfse enthält. Entwickelt man daher den Ausdruck 
— t "J (1— <^^)'^log^n-7 nach fallenden Potenzen von a und nennt das 

Aggregat der Glieder mit nicht negativen Potenzen /2„.„(o), so verwandelt 
sich die vorstehende Gleichung nothwendig in die folgende: 

Rn.n.(o) __(i_(T) iog-j:pp — y rf«^ (*-«) ifz:^. 

mittelst deren fflr 0„.m(^) der folgende Ausdruck entsteht, welcher der iV^ii- 
utemnschen Darstellung von Q„,()(o) in (14.) entspricht: 

(66.) Q„.M = (l-<^)-*"Ä-..-.(^)--^^^^^(l-o^riog^. 

FQr die Folge ist es wichtig zu wissen, ob die ganze rationale Function von a 
Rn.m{<^) f&t* o=i verschwinden kann, sobald die Zahl m von der Null ver- 
schieden ist. Durch Vergleichung von (66.) mit dem früheren Ausdruck 

QUo) = (1-ar-^ ^ ^±^ 

findet man aber leicht, dafs R„_x(i) = 2, und fflr fn;>l, 

Ä,.„(l) = 1.2.3...(i»— 1).2'' 
ist, folglich ist die aufgestellte Frage stets zu verneinen. 

Wir werden jetzt mittelst der Gleichung (66.) die Grenzen suchen, 
denen sich die Ausdrücke ^i=i^log^ und ^p^.-^ nähern, wenn 
die reelle Gröfse a abnehmend in die positive Einheit flbergeht. Ffir*s erste ist 

und man sieht, dafs bei m = der Grenzwerth von 
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P'^oC^)!««-^ 



die negative Einheit ist, während bei jedem gröfseren m schon der Zfihler 

der rechten Seite in (67.) durch den Faclor (1— a')*'"Iog^^ verschwindet, 

der Nenner aber durch das Glied (1— (r')~*'"Ä,^(a) unendlich grofs wird, 
also immer der Grenzwerth Null entsteht. Fflr's zweite hat man 

Knie) i _ ''"•"(^)^illl 



(68.) 



a-f-i G — 1 

und es ergiebt sich bei iii = der Grenzwerth — \ p"'** . = — il',i.ü(l)9 
bei m = 1 der Werlh ^"'"}!| =^p;„(l), und bei jedem die Eins über- 
treiFenden m der Werth Null. 

Nach diesen Vorbereitungen werde der Reihenausdruck von r„ mit 

log ^T. , der Reihenausdruck von u^ mit ,_. multiplicirt; hierbei seien die 

Reihen nach den cosinus der VielFachen des Winkels {(p—(p') geordnet, und 
die Werthe von a und n* um eine endliche Gröfse von der Einheit ver- 
schieden. Convergirt jetzt a„ gegen die Einheit, wählend a und & sich nicht 

Andern, so verschwinden in r^log ^^T. durch den Factor g^ ,^\ alle Glie- 

der, in denen »i>>0 ist, und in u^—^ — j durch 'den Factor J*,'"^] ^^ alle 
Glieder, in denen tn'^X ist, und es bleiben die folgenden einfachen Reihen : 
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,= - 4-li(2n+l)0„o(o)O».«(«^)i*...(i«)/'-.«(.«'), 
(69.) / ««••[•'.•Sj^] 

1= -■7li(2« + l)jP:.o(l)(?,.o(T)<?n.ü(o')i'.^(l«)P».o(/t*') 
C 

+ ili(2»+l)*„a(?..iH<?..,(0')P...(l*)^..i(l«*')C08(v)-9)'), 



da 



ist, und iP'n.ü(l) den Werth -^r — hat. Um die Reiben in (69.) durch be- 
stimmte Integrale zu summiren, können aus der Gleichung (15.) die passenden 
Formeln abgeleitet werden. Setzt man a=l, so kommt, weil /'„„(!) = 1, 
und für fii>l der Werth P„.^(1)=0 ist, 

(70.) \ ^ = |i4(2ii+l)(?n.u(a')P..o(^)P..uCu'); 

und die Differentiation der Gleichung (15.) nach a giebt 

yl— o* 

= i.i(2n+l)i:*;:.„^^ (?„.„(a') P„.„(At)P,.„(/)cosm(9-<^')- 

Lafst man hier a an die Einheit heranrflcken, so wird A^ von dem Winkel 
(<p—(p') unabhängig, und das diesen Winkel nicht enthaltende Aggregat von 
Gliedern auf der rechten Seite mufs dem entsprechenden auf der linken Seite 
gleich sein. Es ist aber 

und deshalb giebt die Mulliplication der ursprfinglichen Gleichung mit (1— o^)* 
und die darauf erfolgende Annäherung von a an die Einheit die Gleichheit der- 
jenigen Glieder, welche auf beiden Seiten in 005(9)— 9)') multiplicirt sind, 
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während alle übrigen verschwinden. Hierdurch entstehen die beiden Relationen 
^^^ L.-^Jg^».>,,. =TfK2»+<)P'U')g..W-P.>)P...M, 

'"■'t-;^$E^^;;i=lfi(2-+i)K.(».,MF..,w/'...M. 

in deren zweiter für Pi.o(1) wieder der Werlh 57 — geschrieben ist; anch 
wird dieselbe aus der Gleichung (39.) durch die Annahme m = i erhalten. 
Da -r^ bei dem verlängerten Rotationsellipsoid nach §. 2 eine reelle Gröfse 
ist, so ist es passend 

ZU setzen, und die reelle Quadratwurzel rechts als positiv zu betrachten; 
ebenso kann man ^i-^a''^ =1 — : — schreiben. Demgemars gehen die Glei- 
chungen (70.) und (71.) in die folgenden über: 

irS^nP?^^ = ii(8»+»)»..A..(»')''..Wi'..,M- 

l (o'"+f* +f* — 2o'fifA' — 1)* ü 

Durch doppelte Anwendung der ersten, durch Verbindung der ersten und 
zweiten, und durch doppelte Anwendung der dritten Relation erhält man, ver- 
möge der bekannten Gleichungen 

/">,..(«)''.'..(«) öa = 0, /^X.(«)i'..(«)ö«= 2;;?rj~, 
diese Darstellung der Reihen in (69.) durch elliptische Integrale: 

i /"+» da 

cJ (a»—2of/a+o*+f**— *)*(«'— 2<'y«+<»"+/*'*—<)*' 

(73.)/ '''"•["'-^] = 

_»_ /•+» 1 (1 — oyg)ea 

2cJ ^a*—2i,^^a-^.o'+ft*—i)i {a*-2o'fi'a-\- <>'*■{■ fi'*-i)^ 
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und es tritt zwischen den beiden Grenzaasdröcken der Unterschied hervor, dafs 
der erstere von den Winkeln cp und cp' ganz unabhängig wird, der zweite aber 
für jeden um die Rotationsaxe des Elh'psoids symmetrisch liegenden Kreis die 
Form a-\- b cos {(p—tp') annimmt, wo a und b von den Winkeln unabhängige 
Gröfsen bedeuten. In Betreff dpr Integrale sieht man ferner, dafs die in der 
zweiten Gleichung vorkommenden aus dem Integral der ersten Gleichung durch 
partielle Differentiation nach den Gröfsen a, u, &, /a' gebildet werden können. 
Eine Substitution, vermöge deren dieses Integral in die canonische Form flbergeht, 
hat Herr Luchlerhand in dem IT*""" Bande dieses Journals p.218 angegeben: 
setzt man 



so folgt aus der Gleichung 



L2 



die gesuchte Umformung des Integrals 

^ ^^ y [(«_o/i)'+(o»-l)(l-^')]*[(a-a>r+(o'«-l)(l_^'«)]i 

bei der die Grenzen x^^^ und x^x so zu bilden sind, dafs die stetige Bewegung 
der Yariabeln a und x nirgend unterbrochen wird. Eine wesentliche Verein- 
fachung wird hier hervorgebracht, wenn man das Integral rechts, zwischen 
den Grenzen und Xj^i^ und dasselbe Integral, zwischen den Grenzen und 
^-1 genommen, respective gleich der Summe und der Differenz von zwei In« 
tegralen setzt, bei denen die Function dieselbe ist und die unteren Grenzen 
Null sind, die oberen Grenzen aber nach den Additionsformeln der elliptischen 
Integrale gefunden werden können. Mit Hülfe dieser Betrachtung geht die 
rechte Seite von (74.) in den Ausdruck 

2 /*oa''-fifA' dx 



J 



oder io den Aasdruck 

2 / /" dx . /•' dx \ 
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über, je nachdem die Gröfse ^(f — \y&^—\—^\ — /i^yi—fi'^ gröfser oder 
kleiner als die NaII ist. Da nun 



ist, so darf man statt beider Aosdräcke den einen schreiben: 
^ arg. cos am (1^^!3^^E^ 

wo das Argument nach Jacobh Bezeichnung zwischen und 2K zu wählen 
ist. Mithin bekommt die erste der Gleichungen (73.) die Gestalt 



(75.) hm.[i;Jog^J = ^^^^jvc^arg. cosam(l l—--I^JL-fL.^ k} 

Die angewandte Transformation gilt Obrigens nicht fOr den besondern Fall, 
iats a^=a', /^ = /^' ist: die Integrale in (73.) gehen dann in algebraische 
und Kreisfunctionen Ober, welche jedoch vollständig anzugeben nicht beloh- 
nend schien. Zum Schlüsse mag noch die Bemerkung einen Platz finden, dafs, 
wenn man bei der von Herrn Neumann theoretisch behandelten Magnelisirung 
eines Rotationsellipsoids als Sitz der inducirenden Kraft einen Magnetpol im 
Punkte {&,fi',(p') annimmt, das Potential der Wirkung des magnetisirten Kör- 
pers auf einen Aufsern Punkt {a,(x,(p) die Anwendung derselben Betrachtungen 
erlaubt, welche in diesem Paragraphen Aber die Function ti« angestellt sind 
und zu der zweiten Gleichung (73.) gefOhrt haben, und dafs das hieraus her- 
vorgehende Resultat ein vollkommen analoges ist. 

Bonn, den 6*'" October 1859. 
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lieber die Erzeugung geometrischer Curven. 

(Von Herrn Guido Eüricnberger zu Feldkirch in Vorarlberg.) 



LPer gegenwärtigen Abhandlung, welche die Erzeugung geometrischer 
Curven zum Gegenstande hat, wird die von Jonquieres im ersten Abschnitte 
seines : Essai snr la generation des courbes geometriqnes et en particulier 
sur Celle de la courbe de quatrieme ordre^') auseinandergesetzte einleitende 
Theorie zu Grunde gelegt. 

Die Erzeugung geometrischer Curven mittelst zweier projeclivischen 
Büschel (Schaaren) verlangt eine Auflösung folgenden Fundamentaiproblems, 
welches Jonquieres also ausspricht: Etant donnes autant de points qu'il 
en faut pour determiner une courbe de Vordre m (m elant egal ä n'\' n% 
former deux faisceaux anharmoniques , de degres respeclifs n et n\ qui 
engendrent celle courbe. 

§. I. 

Auflösung des Fondamentalproblems för den Fall, wenn ii = 1, n' = m — 1 ist. 

Wir beschäftigen uns vor der Hand mit der Auflösung des Fundamental- 
Problems, wenn fi = l, n'=m—l genommen wird, d. h. mit der Erzeugung 
einer durch ^r/i(m-f 3) Punkte bestimmten Curve m*" Ordnung M mittelst der 
Durchschnitte der correspondirenden Elemente eines StrahlenbOschels P und 
einer Schaar Ä von Curven («i— 1)*" Ordnung. 

Man setze KDrze halber ^m(m —l)=p, und seien: 

6i, 629 ^39 ••• *p^ ^0 9 ^19 ^? ^39 ••• ^^m-l 

die gegebenen ^f/i(in-f-3) Punkte der Curve M. Werden 

*19 *29 *39 • •• *p 

als die bekannten Punkte der Basis der Curvenschaar jS und Hu als Centrom 
des StrahlenbOschels P genommen, so besteht unsere Aufgabe darin, ein 
System von m—2 Punkten a?|, or,, ... x^^2 der Art zo bestimmen, dafs die 
beiden BDschel: 

(Al*2*3--.*p^l^2...a:^-2)[«l9fl29 «39 • • • <»2m-l] 

*) Extrait du tome XVI des memoires pr^sent^s par divers savants ä racademie des 
sciences. 
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projectiviscb werden. Eigentlich wird man ein System von (m — l/—;i Punkten 

a?!, 472 1 ..• iP(^-i)i-p bestimmen, da die 2»i — 1 Curven (m — 1)'*' Ordnung 
der Schaar 8, welche durch die j[(m — l)(»i-f 2) — 2] Punkte 

*19 ^2 1 ••• f^pf ^19 ^2 9 ••• ^m-2 

gehen, auch noch l[»i(r/i— 5)-f 6] Punkte a:«.i, x^, j?^+,, ... a?(«.i),«p ge- 
mein haben. 

Das System der Punkte x^^ ä-q, ... J^(m-i)'-p ist bestimmt, sobald man 
irgend zwei Curven aus der Schaar jS kennt. 

Seien nun Aj, und A2 die beiden beziehungsweise durch Ui und ($2 
gehenden und den Strahlen a^ia^ und HqHs des Büschels P correspondirenden 
Curven der Schaar ä. 

Die Curve Ai triflft den Strahl ^giii aufser Hi noch in jenen m — 2 
Punkten a^, «2, 0(3, ... a^.29 welche die Curve ilf mit diesem Strahle aufser 
Oq und tfi gemein hat. Ebenso schneidet die Curve A2 den Strahl a^Oz aufser 
^2 noch in jenen »i— 2 Punkten «i, «i, ... «^-29 in welchen die Curve M 
diesem Strahle begegnet. Die Curve Ai ist also durch die Punkte: 

*i9 *29 • • • bpf «n «11 «2, . . . «^-2 
und die Curve A2 durch die Punkte: 

*1 9 ^29 • • • ^p ^ ^9 ^19 ^29 • • • ^m-2 

vollkommen und unzweideutig bestimmt. 

Die Aufgabe, das System der (m — if—p Punkte j?i, ^^2, ... x^^^^^^p 
der obigen Bedingung gemfifs zu bestimmen, läfst daher eine einzige Lösung zu. 

Ist man nun im Stande, von den beiden Curven Ai und A2 noch so viel 
Elemente zu construiren, als zur Bestimmung derselben noch nothwendig sind, 
nfimlich m—2 Elemente von der Curve A^ und eben so viele von der Curve 
^21 so ist unsere Aufgabe gelöst. Als die noch unbekannten zu bestimmen- 
den 2 (m—2) Elemente der Curven A^ und A2 betrachten wir die Tangenten 
dieser Curven an den m—2 Punkten: 

*19 *29 *39 • • • *m-2* 

Bezeichnet man den InbegriflP der {m—if Durchschnittspunkte der Curven Ai 
und A2 mit B, so werden die Gleichungen, durch welche diese Tangenten 
bestimmt werden, dadurch erhalten, dafs man die 2(97i — 2) anharmonischen 
Verhältnisse: 
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beziehungsweise gleich setzt den anharmonischen Verhältnissen: 

ÖI)[ÖH«29Ö31Ö4]9 «o[öM «29 03,05], . . . <l(|[öi , «2 9 «3 9 «2m-l]- 

Die Gieichangen, welche man dadurch zur Bestimmung jener Tangenten er- 
hält, sind linear, indem jede der beiden Curven J| und A2 an irgend einem 
der Punkte ft|, 6,, A3, ... b^^^ eine einzige bestimmte Tangente hat. 

Wir suchen jetzt die Tangenten der Curven Ai und Jj an den Punk- 
ten *!, *2i *3!> •- *m-2 ZU construircu. 

^ Sei q<i m — 2 und man denke sich durch jeden der Punkte 

*19 *29 *39 • • • *<7-i 

zwei beliebige Gerade gezogen, welche beziehungsweise: 

Ai//, A,/,^ b,f^, b,tt, b^tU b,ih ... *,_i/r\ b^^jr' 
heifsen sollen. 

Da wir in Zukunft gewisse Curvenpaare der Art betrachten wer- 
den, dafs jedesmal die eine Curve eines solchen Paares durch die Punkte 
«1? A|, 62 9 ••• bp geht und an den Punkten Ai, A2, A3, ... b^_^ von den 
Geraden A,//, Aj//, Aj/f, . . . b^_^t^^^ berQhrt wird, während die andere 
Curve dieses Paares durch die Punkte Oj, A^, A2, ... A^ geht und an den 
Punkten Ai, A,, A3, ... h^_^ von den Geraden A^/^*, b^t^^ b^f^^ ... bg^J^^^ 
berührt wird, so wollen wir den Inbegriff der ^[(m — l)^-!"^"!"^^ — 1] Elemente, 
nämlich der P'\'i Punkte Hi, A|, A2, ... bp und der q—i Tangenten 
Ai//, Aj/i^ A3//, ... bg^if^"^ kurz mit J, bezeichnen; ebenso sei Ja der In- 
begriff der i[(«n — l)'-f »14-29— 1] anderen Elemente, nämlich der P'\'i 
Punkte n,, A|, A,, ... bp und der 9— 1 Tangenten 

Ai//, Aa/2% Aj/aN ... A,.,/r'. 
Seien nun üi und I/j zwei beziehungsweise durch die Elemente J| und J2 
bestimmte und am Punkte A^ von den beliebig angenommenen Geraden b^t^ 
und bgt^ berührte Curven (m — 1)*" Ordnung, deren Tangenten an den Punk- 
ten A^^i, A^^2, ^7+3) .•• A^.2 ferner dadurch bestimmt sind, dafs, wenn B^ 
den Inbegriff der (»1— 1)^ Durchschnittspunkte der Curven üi und U2 be- 
zeichnet, die 2(iii— y— 2) anharmonischen Verhältnisse: 

beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen: 

a„[öi,Ö2,Ö3,öJ, öo[ai,fl2,ll3,a5], . . . öb[öM Ö2 9«3 9Ö2Cii.-9)-i]. 
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Seien ferner Zi und Z, zwei ebenfalls beziehungsweise durch die Elemente 
Ji und J2 bestimmte Curven {m—\y^^ Ordnung, deren Tangenten an den 
Punkten h^, ö^^i, £^^29 • • • ^m-2 ferner dadurch bestimmt sind, dafs die 
%{m—q—\) anharmonischen Verhältnisse: 

Ä*[«15 029 03104] 9 Ä*[«19«29Ö39«6]9 • • • -B* [«M «2, «3 9 «2(m-7)+l] 

beziehungsweise gleich werden den anharmonischen VerhfiUnissen : 

«Ij[«l9«29^9«4]9 öu[«19fl2 1«39Ö5]9 • • • ««[«M ^ 1 ^ 9 «2(m-.v)+l] 9 

WO B^ den Inbegriff der (m— 1)^ Durcbschnittspunkte der Curven Zi und 
Z2 bezeichnet. 

Es werde jetzt vorausgesetzt, dafs man die Tangenten der Curven ü^ 
und U2 an den Punkten A^^i, bq+2'i ••• ^m-? 2u construiren wisse. 

Der Zweck der folgenden Untersuchungen, um denselben vorläufig vor 
Augen zu haben, ist nun zu zeigen, wie die Tangenten der Curven Z^ und 
Z2 an den Punkten b^, 6^4.1, . . . 6^.2 construirt werden können, wenn die 
Tangenten der Curven C/i und U^ an den Punkten ö<,^i, h^^^'i •• • 6m--2 be- 
kannt sind. 

Ableitung der Curven Z^ und Z, aus den Curven U^ und (/.. 

Die Tangenten derCurve U^ an den Punkten b^, 6^4.1, ... 6^.2 treffen 
eine willkflrlich angenommene feste Gerade L^ beziehungsweise in den Punkten 

ix'i fi^^'i 'i'^\ • • • T^^ Ebenso schneiden die Tangenten der Curve U^ an 
den Punkten b^, i^^^, ... 6^.2 eine zweite feste Gerade L^ beziehungsweise 
in den Punkten l^^ l^^^^ . . . l^"^. 

Man ziehe die Verbindungslinien ///2^ li^^t^'^\ ... /r~^/r""\ welche 
wir im Gegensatze zu den Tangentenpaaren: 

*,<^ ^t?i b,^jr\ v,/2'^s ... h^^,tr\ K^2tr" 

Secanten heifsen und kurz mit: 

bezeichnen wollen. 

Lassen wir jetzt die Curven üi und £^2 sich dadurch andern, dafs die 
den Tangenten dieser Curven am Punkte b^ zugehörige Secante u^ nachein- 
ander verschiedene Lagen u^, ti^^ ti^> ... ti^ einnimmt, während die übrigen 
Bestimmungen dieselben bleiben. Irgend einer Secante u^ entspricht ein ge- 
wisses Curvenpaar f7i% Ü2. Man erhält so eine Reihe R^ von Curvenpaaren : 

IT,, 172; t^/, üii ... 17;, ü,^ 

Journal för Mathematik Bd. LYIU. Heft 1. 8 
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und diesen entsprechend die Secantenreihen : 

^q9 •'g+l^ •'y+a^ • • • W^_2 9 
^qf ^</+l9 ^q-\-1'i • • • •'ifi— 2» 
^q9 •^y+l^ ^<7+2l • • • •'»1-2 9 



•^9^ W^+H *'7+2 9 • • • Wm-2« 

Da die Aufgabe die Curven U^ und U, den obigen Bedingungen gemSfs zu 
bestimmen naiarlich nur eine einzige Lösung zulAfst, so entspricht irgend einer 
Secanle u^ eine einzige Secante ii^+i, eine einzige Secante 11^+25 u. s. w. 
Würde man ferner eine der Seeaalen w^+i, ti^+j, . . . ii^^j, 2. B. die Secante 
ti^+i, willkürlich angenommen, die übrigen Secanten 11^, ^q-^2^ ••• ttm-2 da- 
gegen den nämlichen Bedingungen gemafs bestimmt haben, wie die Secanten 
^9+19 ^9+2 9 ••• t'm-2 bdstimml worden sind, so würde man natürlich wieder 
eine einzige Secante m^, eine einzige Secante ^^^1^ u. s. w. gefunden haben. 
Es entspricht also auch umgekehrt irgend einer der Secanten 

^q-^-l^ •'<7+2l • • • •'m-2 

eine einzige Secante u . 

Irgend zwei der Secantenreihen: 

^9> <> ««7^ . . . ti;, • 

^q-^i'i •'<7+19 •'7+11 • • • •'7+0 



•'in— 2 9 •'m-29 ttm-2 9 • • • Wm-2 

sind daher kraft des Princips der anharmonischen Correspondenz zwei /iro- 
jecüvische Systeme. Wählt man also die Secanten u^, iij, u], ... u^ so, 
dafs dieselben alle durch irgend einen festen Punkt f^ hindurchgehen, so wer- 
den auch die Secanten der übrigen Reihen durch feste Punkte hindurchgehen, 
welcbe wir beziebungsweise mit f^^,, f^^^, . . . A-2 bezeichnen wollen. Man 
erhält so »i— y— 1 untereinander projeclivlsche Strahlenbüschel, deren Centra 
die Punkte ^, f^^^^ ... f^,^ sind, und welche wir kurzweg mit 

Z?' Af+*9 #7+2 9 • • • /m-2 

bezeichnen wollen. 

Seien nun V^ und V^ zwei beziehungsweise durch die Elemente J, 
und Jj bestimmte und am Punkte b^ ebenfalls von den Geraden b^t^ und 
^pi^ berührte Curven {m—\y^' Ordnung, deren Tangenten an den Punkten 
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Ay+M ^7^.2^ •*• Am-2 femor dadurch bestimmt sind^ dafs, wenn B^ den In- 
begriff der {m—if Durchscbnittspunkte der Curven Vi und F^ bezeichnet, 
die 2(fn—q—2) anharmonischen Verhältnisse: 

B^ [«1, «29 «39 öj^ B^ [üi, Hj, Oj, «5], . . . B.; [«19 «29 ^9 <»2(m-v)-2]9 B„ [«i , «2 9 «3 9 «2 (m-7)] 

beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen: 

^ü[ai9«2,«39«4], ^K9«2,Ö3^tf5L ••• «ü [«1, «2, «3, «2(,r,-9)-2], «ü [«1, «2, «Tj, «2(0,-9)]. 

Da die Curven V^ und Fj durch ganz ähnliche Bedingungen bestimmt sind, 
wie die Curven U^ und U,, so gilt auch hier die Voraussetzung, dafs man 
die Tangenten der Curven Vi und Fj an den Punkten ä^+i, bg+2^ •-. *m-2 
zu construiren wisse, dafs also diese Tangenten bekannt sind. Seien 
t?g4.i, t?g+2^ • • • '^m-2 die den Tangenten der Curven Fj und F, an den Punk- 
ten bg^i^ ^9+29 *•- ^m-2 zugehörigen Secanten, welche zu den Curven Fj 
und F2 in derselben Beziehung stehen, wie die Secanten u^^i^ ti^^,? •'- ^m^2 
zu den Curven Ui und U2. 

Man lasse jetzt die Curven Fi und F, auf gleiche Weise sich ändern, 
wie die Curven f/i und C/j, nämlich dadurch, dafs sich die den Tangenten 
der Curven Fi und F2 am Punkte bg zugehörige Secante u^ beständig 
um den festen Punkt fq dreht. Es werden sich dann auch die Secanten 
t?9+i, «'v+2 9 • • • «^m-2 um feste Punkte drehen, welche beziehungsweise 
.9(7+19 ^q+2 9 ••• Sm-^2 heifseu sollen. Man erhält so wieder m — q — 1 unterein* 
ander projectivische StrahlenbQscbel, deren Centra die Punkte /^^ i^g+i 1 • • - ^^-2 
sind und welche wir kurz mit 

/ffj .9(7+ M ^9+2 9 • • • i^m-2 

bezeichnen wollen. 

Irgend einer durch ^ gehenden Secante «^ entspricht ein gewisses 
Curvenpaar F/*, F,"; man erhält so eine Reihe Bt, von Curvenpaaren : 
V V ' V^ V^' V" VfJ 

Seien jetzt FFi und W2 zwei beziehungsweise durch die Elemente J^ und J2 
bestimmte Curven (m— 1)*" Ordnung, deren 2(m— y— 1) Tangenten an den 
Punkten b^, *^^.,, ... *,„.2 durch folgende 2(»i — y— 1) Bedingungen be- 
stimmt werden: 

1) dafs die 2{m--q) — 3 anharmonischen Verhältnisse: 

B.ol^i.ih^a^^a^}^ B^[/l,,^2,Ö3, Ö5], . . . Äu;[«l,«2,Ä3 9«2(m-9)] 

beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen: 

a„[öi,a2, 113,04], llü[(li,fl2,Ä3,<l5], . . . «ü[«MÖ2,Ä3,ll2(rn-9)], 

8* 
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wo B^ den Inbegriff der (m—\f Durcbschnitlspnnkte der Curven fVi und 
fFz bezeichnet; 

2) dafs die den Tangenten der Cnrven Wi und fVi am Punkte bg 
zugehörige Secante w^ durch den festen Punkt f^ geht. 

Das Curvenpaar FFi, H^2 gehört nun, wie man leicht sieht, sowohl 
in die Reihe R^ als auch in die Reibe R^,. Sind also w^^i^ <^7-i*2 9 ••• t^m-2 
die den Tangenten der Curven IVi und fV^ an den Punkten 

^<7+l9 *9+2 9 • • • *»fi-2 

zugehörigen Secanten, so gehen diese beziehungsweise sowohl durch die Punkte 
/i+i? ^+2, ... fm^2 als auch durch die Punkte ^^^.i, ^,+29 ••• j^—j. 

Die Secanten ti^^+i, Wq+i^ ... t^m-2 fallen also mit den Verbindungs- 
linien /^+i^^+i, ^+2^9+29 ••• A-2^m-2 zusammen. 

Construirt man also den dem Strahle ft^^iffg^i des Bäscbels /*^^i cor- 
respondirenden Strahl des Böschels f^, so ist dieser Strahl die den Tangenten 
der Curven IF| und W2 am Punkte b^ zugehörige Secante tr^. 

Da nun die Aufgabe, die beiden Curven Wi und W2 den obigen Be- 
dingungen gemfifs zu bestimmen, eine einzige Lösung zulAfst und also von 
dem ffanz beliebig angenommenen Punkte f^ eine einzige SwenAe der Art 
gezogen werden kann, dafs die dieser Secante zugehörigen Curven fFi und 
W2 den obigen Bedingungen genügen, so folgt, dafs die Secante w^ jederzeit 
durch einen festen unveränderlichen Punkt O geht, was auch der Punkt f^ 
fflr eine Lage hat. Den Punkt O erhält man dadurch, dafs man /^ eine 
zweite beliebige Lage f^ einnehmen lafst und die diesem Punkte /^ ent- 
sprechende Secante w^^ construirt. Die beiden Secanten w^ und w^ schneiden 
sich im Punkte O. 

Die Bedeutung und Eigenschaft des Punktes O ist folgende: 

Zieht man durch O irgend eine Secante x^ und sind Xi und X^ zwei 
beziehungsweise durch die Elemente Ji und J, bestimmte und am Punkte b^ 
von den der Secante x^ zugehörigen Tangenten berührte Curven (i/i— 1)**"' 
Ordnung, deren Tangenten an den Punkten 6^^i, ft^^.,, ... A^., dadurch be- 
stimmt sind, dafs, wenn Bj, den Inbegriff der (m — 1)^ Durchschnittspunkte 
der Curven Xi und X^ bezeichnet, die 2(m — ^ — 2) anharmonischen Yer- 
hAltnisse : 

beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen: 



Digitized by 



Google 



Härienberger, Jiber die Erzeugung geometrischer Curven. 61 

so ist auch das anharmoniscbe Verbfiltnirs: 

gleich dem anharmonischen Verhältnisse: 

Man lasse jetzt die beiden Curven Xi und X^ sich dadurch andern, dafs die 
Secante Xg sich bestandig um den Punkt O dreht; irgend einer durch O 
gehenden Secante x^ entspricht ein gewisses Curvenpaar JT", X2. 
Man erhalt so eine Reihe Rjc von Curvenpaaren : 

-^19 -^2? Xi^ Jli ; ... Xi^ Ä.^ 
und ihnen entsprechend die Secanten reihe : 

^9 * ^^9 * *^9 > • • • ^q • 

Irgend ein Curvenpaar X^^ X; der Reibe R^ hat die Eigenschaft, dafs, 
wenn man den Inbegriff der (r/i — 1)^ Durchschnittspunkte der Curven X^ und 
X; mit Bl bezeichnet, die 2(iii— ^)— 3 anharmonischen Verhältnisse: 

beziehungsweise gleich sind den anharmonischen Verhältnissen: 

^[^nÄ29fl39Ö4]9 ^ü[«l^Ä2>«3 9Ö6L • • • flü[tfMÖ2 9fl3»«2(m-<7)]- 

Sei Ry eine Reihe von Curvenpaaren: 

1^ -»21 -» H -»29 • • • -»11 -»29 

welche eine ähnliche Bedeutung und Eigenschaft haben, wie jene der Reihe 
jR^^ nfimlicb diese, dafs, wenn By den Inbegriff der {m—if Durchschnitts- 
pnnkte der Curven Y^ und Y^ bezeichnet, die 2(111—7)— 3 anharmonischen 
Verhältnisse: 

B;[«i,fl2,fl3,tf4], Ä;[ai,fl2,a3,flr5],... B;[ii|,ii2,Ö3,fl2(m-7).i], Ä;[iii,a2,a3,ii2(^.^)^.,] 
beziehungsweise gleich sind den anharmonischen Verhältnissen: 

^ü [«19 «29 ^9 «4]^ <5rü [«19 «21 «39 «6]9 ' • • «Ü [«19 «29 «39 «2 (m-9)-l]9 «Ü [«19 «29 «39 «2(m--9)+l]- 

Die den Curvenpaaren der Reihe Ry entsprechenden Secanten seien: 

Yqj Jqf Jq» • • • fq^ 

Diese Secanten laufen ebenfalls alle in einem Punkte O' zusammen, welcher 
zur Reihe Ry in derselben Beziehung steht, wie der Punkt O zur Reihe Rx 
und auch durch dieselben Prozesse construirt wird, wie der Punkt O. Man 
sieht nun auf der Stelle, dafs das Curvenpaar Z^, Z2, um dessen Bestimmung 
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es sich handelt, sowohl der Reihe JR^ als auch der Reihe Ry angehört. Ebenso 
gehört die den Tangenten der Curven Z^ und Z, am Punkte b^ zugehörige 
Secante z^^ sowohl in die Reihe x^, x)^, x^, •.. x^, als auch in die Reihe 

Yq» fq» Yq» • • • fq' 

Die Secante z^ geht also sowohl durch den Punkt als auch durch 
den Punkt 0\ 

Trifft nun die Verbindungslinie 00* die Gerade L^ im Punkte Oj. die 
Gerade L^ im Punkte o^^ so ist b^o^ die Tangente der' Curve Z^ am 
Punkte b^ und b^o^ die Tangente der Curve Zs an diesem Punkte. 

Durch dieselben Prozesse können die Tangenten der Curven Zi und 
Z2 an den Punkten A^^.i, ft^^j? ••• *m-2 construirt werden. Die Curven Z| 
und Z2 sind also durch eine genägende Anzahl von Elementen bestimmt. 

So wie nun aus den Curven ü^ und U^ die Curven Zx und Z^ ab- 
geleitet worden sind, so können durch dieselben Vorgänge aus den Curven 
Zj und Z2 zwei Curven C^ und C^ abgeleitet werden, welche zu den Cur- 
ven Zi und Z2 in derselben Beziehung stehen, wie diese zu U^ und I/j. 
Aus Ci und C2 kann man wieder zwei Curven D^ und D2 ableiten, die sich 
zu Cj und C2 ebenso verhalten« wie die Curven Ci und C^ zu Z^ und Z2. 

Man sieht wie man so weiter gehen und schliefslich auf zwei Curven 
kommen kann, welche beziehungsweise durch die Punkte ax, 6j, ^29 ^3^ • • • ^^ 
und ^2, ^1, ^2 9 ^3<i - • • A^ gehen und deren Tangenten an den Punkten 
by^ &2 9 ^3? -•• ^m-2 dadurch bestimmt sind, dafs, wenn B den Inbegriff der 
(#/i— 1)^ Durchschnittspunkte dieser zwei Curven bezeichnet, die 2(m->2) 
anharmonischen Verhältnisse: 

beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen: 

öo[öl5 «2,039 04], «ü[<'l,«2,Ö3,tf5], • • • «ü [«1 , «2 , «3 , <»2m-l]- 

Die so bestimmten Curven sind aber offenbar nichts anderes als die beiden 
Curven Ai und A2 der Schaar Sy welche den Strahlen a„ai und a„a2 des 
Büschels P correspondiren. 

Sind aber die beiden Curven A^ und A2 bestimmt, dann ist das Fun- 
damentalproblem gelöst. 

Es handelt sich also jetzt nur noch darum, fQr irgend einen Werth 
von q, der kleiner ist als m — 2, die Tangenten der Curven Ui und U^ kn 
den Punkten A^+i, Ä^-^.2, ... A„-2 zu conslruiren. 
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Wir lösen jetzt diese Aufgabe für den Fall, wo y = w — 3 genom- 
men wird« 

Bestimmung der Curven 17^ und l/, för den Fall, wo 9 s m— 3 ist. 

Die Curve U^ geht durch die Punkte «i, Äi, *2i ••• *p «nd wird an 
den Punkten b^^ h^^ ... b^^^ von den beliebig angenommenen Geraden 
*i'i\ htl^ bJl^ ... *,n-3'r"^ berührt; die Curve U^ geht durch die Punkte 
aa, *!, *2? ••• *p nnd wird an den Punkten Äi, Äj, A3, ... A^_3 von den 
beliebig angenommenen Geraden b^t^^ b^tl^ b^/i^ . . . b^^^t^^^ berührt. 

Man bezeichne den Inbegriff der m^p — 2 Elemente, nämlich der ;?-f 1 
Punkte «1, *i, *2^ ••• *p und der m— 3 Tangenten *i//, h^tl^ bJl^ ... ä^^//"-^ 
kurz mit E^\ ebenso sei E2 der Inbegriff der fn-\-p — 2 anderen Elemente, 
nämlich der p-^X Punkte th^ *i, A29 *3 9 ••• *p «od de«* m — 3 Tangenten 

"1 '2 9 ^2 '2 ) ^3 n 9 • • • ^m— 3 '2 

Die Tangenten der Curven Vi und ü^ am Punkte 6,^.2 sind dadurch 
bestimml, dafs, wenn 0„ den Inbegriff der {m—\f Durchschnittspunkte der 
Curven Vi und V^ bezeichnet, die zwei anharmonischen Verhältnisse: 

Bul^i,(h,(h, flj, Ä„[ai, Ä2, «3, Äs] 
beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen: 

«I) [«1 ^ <'29 «3 . äJ, flo[Äl 9 «2 1 «3 9 «5]- 

Unsere Aufgabe ist, die so bestimmten Tangenten zu construiren. 

Man ziehe durch den Punkt b^^^ zwei beliebige Gerade 6^-2^1 und 

*m— 2 '2 • 

Seien nun 9ii und ^ zwei beziehungsweise durch die Elemente Ei 
und E2 bestimmte und am Punkte A^.2 von den Geraden 6^.2 ^ und 6nt-2<2 
berührte Curven (m— 1^" Ordnung. Die Durchschnittspunkte der Curven ^t 
und %i bestimmen mit den beiden Punkten a^ und a^ beziehungsweise die 
beiden Curven (m— 1)*^' Ordnung % und ^. Die Tangenten dieser beiden 
Curven am Punkte 6^.2 seien beziehungsweise: öm-2^3 und b^^^h- 

Die vier Tangenten b^^^ti^ b^^^k'i ftm-2'39 b^__2U der Curven 2li, 912 9 
3I3 , 81» am Punkte 6^.2 schneiden eine beliebig angenommene Gerade G be- 
ziehungsweise in den vier Punkten ^1, ^29 ^3^ ^4- 

Man lasse nun, während die Curve 9i, mithin auch der Punkt gi fest 
bleibt, die Curve %2 sich dadurch ändern, dafs die Tangente der Curve %i 
am Punkte ö^., verschiedene Richtungen nnd mithin der Punkt g^ nach ein- 
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ander verschiedene Lagen ^, ^29 ••• ^ einnimmt. Es werden sich dann 
auch die Curven % und Sl« und ihnen entsprechend die Lagen der Punkte 
g^ und jT« Andern. 

Man erhält so drei Reihen von Curven: 

«2, aj, a?, . . . «;, 
8I3, 3I3, 8I3,» . . . aj, 
2I4, ai, aj, . . . a;, 

und ihnen entsprechend die drei Punktreihen : 

^2» ffi^ ffi^ • • • 4^2 9 

^39 ^39 ^1 • • • ^3 1 

^49 ^» ^» • • • ^• 
Werden die Orte der Punkte ^29 ^39 Sf^ auf & durch ihre Entfernungen vom 
Punkte jfi bestimmt und setzt man Kflrze halber ^ijr2 = dl^, ^i.^s==^9 
^x^4 = ^4 ) so behaupte ich, dafs die wechselseitige Abhängigkeit der Entfer- 
nungen der Punkte ^^29 ^39 9* von ffi durch folgende zwei Gleichungen cha- 
racterisirt wird: 

(L) d;rf3 + «* + M = o, 

(IL) d^d,'\-a'd^^ß'd^ = 0. 

Behufs des Beweises dieser Behauptung mufs folgender Hölfssalz vorausge- 
schickt werden: 

Ist jRi eine Curve n*^' Ordnung, welche durch ein System 2 von 
|(n^4~^) gegebenen Punkten Pi^ P2^ Pz^ - * > rK"'+") ^^^^^ ferner noch 
dadurch bestimmt ist, dafs sie an den n— 1 Punkten pi^ p^^ p^^ ^Pn^i 
von gegebenen Geraden berührt wird und durch irgend einen Punkt Pi 
geht, so kann durch jenes System S und durch irgend einen Punkt Py 
eine einzige am Punkte p„^i von einer gegebenen Geraden berflhrte 
Curve Ry der Art gelegt werden, dafs die durch die Durchschnittspunkte 
der Curven Ri und R^ und den beliebigen Punkt P^ gelegte Curve Ri 
an den Punkten pi^ p2^ ... Pn~2 von gegebenen Geraden berührt wird. 
Um uns nicht länger aufzuhalten, nehmen wir diesen Satz vorläufig als 
bewiesen an; nachträglich geben wir dann einen Beweis desselben. 

Es entspricht nun irgend einem Punkte ^2 ^^ einziger Punkt ^^ und 
ein einziger Punkt ^4. Vermöge des eben angeführten Hülfssatzes entspricht 
aber auch umgekehrt irgend einem der Punkte ^3, ^4 ein einziger ¥nnkl ^2* 
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Daraas folgt nun zunächst, dafs die Abhängigkeit der Lagen der Punkte ^29 
ffji Sa durch zwei Gleichungen folgender Form bestimmt wird: 

(1.) d,d,-\-ad,-^ßd,^Y = 0, 

(2.) rf2d4 + «'rf. + /3'rf4 + / = 0. 
Die Coefficienten y und y* sind aber, wie leicht gezeigt werden kann, jeder- 
zeit gleich 0. Denn fällt die Tangente der Curve %2 ^^ Punkte b^^^ mit 
der Tangente der Curve % an diesem Punkte zusammen, ist also d^ = 0, so 
berOhren sich die beiden Curven %i und % im Punkte A^., und folglich ver- 
einigen sich in b^^^ ^^^i der Durchschnittspunkte der Curven 8ti und H^* 
Die Curven 3I3 und 3I4, welche durch diese Durchschnittspunkte hindurchgehen, 
werden also beide von den Curven %i und SI2 im Punkte 6^.2 berührt, folg- 
lich fallen die Tangenten der Curven SI3 und Sl« mit der Tangente der Curve 
Sil an diesem Punkte zusammen, d. h. es wird 1/3 = und ^"4=0. Da also 
fOr ^2 = auch d^ = und ^«=0 wird, so müssen die Coefficienten /und 
Y^ gleich sein. 

Die Gleichungen (1.) und (2.) werden also: 

d^d^i^ad^i ßdi = 0, 
d.d.^a'd.iß'd,^^ 0, 

welches eben die aufgestellten Gleichungen (I.) und (II.) sind. Sucht man 
mittelst dieser Gleichungen das anharmonische Verhältnifs der vier Punkte 
^19 ^2 9 ^39 ^4 sl9 Function von 1/2 auszudrücken, so erhält man eine Glei- 
chung folgender Form: 

( III.) Vd,-]^XV-\-fid,'\-v = 0, 

wo V das anharmonische Verhältnifs der vier Punkte Qx^ g%^gz^ g^ bezeichnet. 

Die Gleichung (III.) sagt, dafs irgend einer Lage des Punktes g^^ 
also auch irgend einer Curve 2I2, ein einziges anharmonisches Verhältnifs und 
umgekehrt entspricht. Um für irgend einen Werth von d^ den zugehörigen 
Werlh von V und umgekehrt zu finden, braucht man blofs irgend drei zu- 
sammengehörige Werthe von d^ und V zu kennen ; diese können aber jeder- 
zeit direct durch Construclion gefunden werden. 

Man denke sich jetzt den Punkt g^i so bestimmt, dafs das anharmonische 
Verhältnifs V gleich wird dem anharmonischen Verhältnisse 

und bezeichne den so bestimmten Punkt mS» K. 
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Die dieser Lage des Punktes ^2 entsprechende der Reibe %^ 9i\^ ... ^ 
angehörige Curve heifse %? und ihre Tangente am Punkte 6^.2 sei b^^^t^. 

Unter den verschiedenen Methoden, nach welchen der Punkt K^ con- 
struirt werden kann, dflrfle folgende einfach sein: 

Man ziehe durch irgend einen der Punkte Hi, ^2, «3, n«, z. B. durch 
aji, drei Strahlen a^a, axa', üio!' der Art, dafs die drei anharmonischen Ver- 
hältnisse : 

öl[a, Ö2, 039 ^4], «1 [a', Ö2, «3, tfj^ ^^l [0", «2 9 «39 öj 

beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen: 

*m-2 [^1 5 ^2 9 ^3 9 ^4]» *m-2 [^1 9 .^i 9 ^3 9 ^3? *m-2 [^1 9 ^2 9 ^3 9 ^3« 

Seien nun e, e\ e" die Punkte, in welchen die Strahlen Hia, a^^, aid' be- 
ziehungsweise von den Tangenten h^^^g^^ ^«-2^2? *m-2^ getroffen werden. 

Die fünf Punkte e. e\ e^\ Am-29 ^i bestimmen einen Kegelschnitt Qi 
ebenso bestimmen die fflnf Punkte Oi^, ai, ^2, eis, 1I4 einen zweiten Kegel- 
schnitt C 

Man construire die Tangente am Punkte a^ des Kegelschnittes C^ und 
sei c der Punkt, in welchem der Kegelschnitt Q von dieser Tangente ge- 
troffen wird. 

Die Verbindungslinie 6^-2^ trifft die Gerade G in dem gesuchten 
Punkte ÜTj und h^^^c ist die verlangte Tangente h^^-it^. 

Von der Richtigkeit der Construction überzeugt man sich wohl leicht. 

Man lasse jetzt die Curve Sli sich dadurch ändern, dafs der Punkt g^ 
auf G nach einander verschiedene Lagen g\^ g\^ • • • ^1 einnimmt und seien 
ÜC2, JE2% ••• J^ die entsprechenden Lagen des Punktes K^. 

Irgend einem Punkte g\ entspricht eine gewisse Curve Sli ; man erhält 
so eine Curvenreihe: 

«1, ai, %, ... a?. 

Es entspricht nun irgend einem Punkte gi ein einziger Punkt K2; würde 
man ferner den Punkt K2 beliebig angenommen und den Punkt gi derselben 
Bedingung gemäfs bestimmt haben, wie den Punkt £{, so würde man natür- 
lich einen einzigen solchen- Punkt g^ gefunden haben. Es entspricht also 
auch umgekehrt irgend einem Punkte K2 ein einziger Punkt gi. Daraus 
folgt, dafs die beiden Punktreihen: 

^M ffi, 9\, • . . ^1% 

A2 , A.2 , Ä2 , • . « /L2 
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projeetivisch sind und dafs also, während die Tangente Am-a'i sich um b„^^2 
dreht und einen Strahlenbflschel s erzeugt, die Tangente b^^^t? einen mit s 
projectiviscben StrahlenbOschel beschreibt. 

Man denke sich jetzt den Punkt ^2 so bestimmt, dafs das anharmonische 
Verhaltnifs V gleich wird dem anharmonischen Verhältnisse : 

und bezeichne den so bestimmten Punkt mit L^. Die dieser Lage des Punktes 
g^ entsprechende der Reihe %, 9^, . . . SI2 angehörige Curve sei 31^ und ihre 
Tangente am Punkte 6^.2 heifse b^^^ti- Es entspricht wieder irgend einem 
Punkte ßi ein einziger Punkt L2 und umgekehrt. 

Nimmt also der Punkt ^i nach einander verschiedene Lagen g\^ jfi, ...^r 
ein und sind L{^ L2, ... L^ die entsprechenden Lagen des Punktes 1>29 so 
sind die beiden Punktreihen : 

Si^ 9\^ 9\^ • • 9l 

MJ2 ^ ^^2 ^ *-^2 ? • • • A^2 

projeetivisch, und mithin ist auch der Strahlenbfiscbel , welchen die Tangente 
f^m^^fi beschreibt, projeetivisch mit dem BQschel s, welcher von der um h^_2 
sich drehenden Tangente 6^.2 <i erzeugt wird. 

Seien nun tii und u^ die beiden Punkte, in welchen die Tangenten 
der Curven U^ und ü^ am Punkte 6^.2 die Gerade G treffen. Der Punkt u^ 
gehört nun, wie man leicht einsieht, sowohl in die Reihe: 

mJl2 , •A.2 , Xk2 , • • . JDL2 

als auch in die Reihe: 

Dieser Punkt u^ ist also ein Doppelpunkt der beiden projectiviscben Punkl- 
reihen JK29 ^Z? ••• ^ und L2, L\^ ... L^. Den anderen von u^ ver- 
schiedenen Doppelpunkt dieser beiden Reihen findet man durch folgende Be- 
trachtung : , 

Unter der Schaar der Curven Sli, 311, 3li, . . . 3i; giebt es immer eine, 
die zugleich durch a^ geht, und ihre Tangente in h^^^ ist Doppelstrahl fflr 
die beiden projectiviscben Strahlenbuschel, welche die Tangenten b^^^ti und 
ffm^2l2 beschreiben. Das Nämliche gilt fflr die beiden Strahlenbflschel, welche 
*m-2'i und b^^^ti beschreiben; folglich haben auch die Strahlenbflschel b^^^t^ 
und b^^^ti in jener Tangente einen Doppelstrahl, welcher die Gerade G in 
einem Punkte (jl trifft. Dieser Punkt fi ist nun der zweite Doppelpunkt, 

9* 
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welchen die beiden Reihen 

K2, K}^ . . . K^ und L2, L^, . . . Lj 

haben. 

Construirt man nun den dem Doppelpunkte u^ correspondirenden Punkt 
der Reihe ^i, ^l, ^fi, • • ' ^1 ? so ist dieser natarlich der Punkt Ui. 

Damit wären also die beiden Punkte fii und U2 und folglich auch die 
Tangenten der Curven Ui und U2 am Punkte 6^.2 bestimmt. 

Es handelt sich jetzt nur noch darum, den vorbin aufgestellten Hfllfs- 
satz zu beweisen. Dies geschieht aber auf folgende Weise: 

Seien Pn^ih^ Pn-it^^ Pn-^ih die Tangenten der Curven R^^ R^^ B^ 
am Punkte Pn^i* Diese Tangenten schneiden auf irgend einer Geraden L 
von einem fixen Punkte O an gerechnet drei Stficke ab, die wir beziehungs- 
weise d^^ <^, 1/3 nennen wollen. 

Wird die Tangente p^^^ti beliebig angenommen, so ist die Curve A^ 
vollkommen bestimmt; es ist dann aber auch die Curve R^^ welche durch 
die Durchschnittspunkte von Ri und R2 geht, und damit auch das Stock d^^ 
vollkommen und unzweideutig bestimmt. 

Das Abhängigkeils -Yerhaltnifs der Stücke d^ und d^ zu einander kann 
also im Allgemeinen nur durch eine Gleichung folgender Form characterisirt sein: 

wo f und fi rationale ganze Functionen von 1/2 sind. 

Läfst man ferner die Tangente Pn^i^^ mit der Tangente Pn^Ji zu- 
sammenfallen, wird also d^=^di^ so berühren sich die beiden Curven R^ 
und /I3 im Punkte Pn^i- Die Curve R^^ welche durch die Durchscbnitts- 
punkte von Ri und R^ hindurchgeht, wird also in diesem Falle ebenfalls von 
den Curven Ri und R^ im Punkte ;i„.i berührt; das Stück d2 ist also un- 
zweideutig bestimmt, es wird nämlich d2 = di. 

Die Functionen f und fi sind also so beschaifen, dafs die Gleichung: 
W) + rfi/iW = 
in Bezug auf d^ linear wird, indem diese Gleichung die einzige Wurzel d2=di 
hat. Dies ist aber im Allgemeinen nur möglich, wenn /* und fi Functionen 
vom ersten Grade sind, und in diesem Falle folgt aus der Gleichung: 

W) + rf3^iW = 
unmittelbar die Richtigkeit des aufgestellten Hfilfssatzes. 
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Anwendung der allgemeinen Helhode auf Curven dritten und vierten Grades. 

/. Construction von Corven dritter Ordnung, welche durch 9 Punkte 
hestimmt sind. 

Die gegehenen 9 Punkte seien: a^^ a^^ Oj, ^3, ^4, a^^ h^^ b^^ 63. 
Man nehme a^y als Centrum des Strahlenböschels P und ii, &2? ^3 ^'s ^^^ 
kannte Punkte der Basis der Kegelschnittschaar S. 

Durch die 4 Punkte ai, &i, 62, 63 lege man eine Schaar von Kegel- 
schnitten: 3li, Sil 9 ^I, ••• ^r? welche am Punkte b^ von den beliebig an- 
genommenen Geraden 61/1, bJl^ bj^^ ... bifj^ berOhrt werden. 

Seien ferneres? %^ ^ drei durch die Punkte cTs, b^^ 63? ^3 gehende 
und am Punkte b^ von den beliebig angenommenen Geraden &1/2, 61/2? ^1/2' 
berührte Kegelschnitte. 

Man construire noch die Kegelschnitte: 

Ä[ll3, 04, Äs], Ä'[fl3, «4, «5], Ä"[tf3, 04, «5], 

WO i9^ A^ B'' die Durchschnittspunkte beziehungsweise der Kegelschnitte 
Sil und 3I29 ^1 tind %^ % und SI2 bezeichnen. 

Mittelst der drei Tangenten 61/29 ^i^S ^i'J und der ihnen zugehörigen 
anharmonischen Verhältnisse: 

Ä[öl, «2, «39 «4], Ä'[öi, 02, Oj, Ö4], Ä"[fli, Ö2, «3, Ö4] 

construire man jene Tangente bit^^ deren zugehöriges anharmonisches Ver- 
hältnifs B'loi^ ^2,03, o«] gleich ist jenem des Strahlenböschels OuC^o ^, ^39 ^4]) 
auf folgende Weise: 

Durch den Punkt Oi lege man drei Strahlen Oia, aia^ 0^0!' der Art, 
dafs die drei anharmonischen Verhfiltnisse : 

fli[a, 02, Ö3, A4], ii|[a', a2, 113, 04], öi[a", a^, «3, Ö4] 
beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen: 

Ä[ai, 02, «3, fl*], Ä'[ai, K2, 03, «4], Ä"[fli , 112, 03,04]. 
Die drei Strahlen Oia, aia\ a^o!^ treffen die drei Tangenten b^t^^ b^t'^^ b^t^ 
beziehungsweise in Punkten e, e\ e^\ welche mit b^ und Oi einen Kegel- 
schnitt Q bestimmen. Die fönf Punkte Ou, Oi, 02, 03, 04 bestimmen 
einen zweiten Kegelschnitt C. Die Tangente am Punkte Oi des Kegel- 
schnittes C trifft den Kegelschnitt Q in einem Punkte c. Verbindet man 
bi mit Cj so hat man die verlangte Tangente by^. 
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Ganz auf dieselbe Weise kann man mittelst der drei Tangenten 
bitn^ &1/29 bit2 und der zugehörigen anharmonischen Verhöltnisse : 

Ä[fll, 02, 039 «5], Ä'[fli, «2, «3, Äs], ß"[lln «2, Ö3, «s] 

immer jene Tangente i^'/ bestimmen, deren zugehöriges anharmoniscbes VerhSlt- 
nirs 0^[ai, 02,113,05] gleich ist jenem des Strahlenböschels ao[tfi,ii2,<i3, ^5]. 

Man ziehe nun eine beliebige Gerade G, welche von den Tangenten 
bit^ und bitf in den Punkten K und L, und von den Tangenten 

61/1, fti'i, ... biti 

in den Punkten 4f, g^, .9^ . . . ^^ getroffen wird. 

Seien nun K^, K\ ... X" -und L^ L^ ... L" jene Punkte auf G, 
welche beziehungsweise zu den Punkten if^, g^, ... if'* in derselben Beziehung 
stehen, wie die Punkte K und L zum Punkte ^. 

Die drei Punktreihen 

9.9\9''y K,K\..K^; L,L\...L^ 
sind unter einander projectivisch. 

Die Tangente am Punkte b^ des von den fünf Punkten ai, 1I2, ii, ^29 &3 
bestimmten Kegelschnittes trifft nun die Gerade G in einem Punkte fi, welcher 
ein Doppelpunkt der beiden Reihen K, K^, . . . £" und L, U^ • . . L" ist. 
Sei l der zweite von fi verschiedene Doppelpunkt dieser beiden Reihen. 

Man construire nun den. dem Doppelpunkte X correspondirenden Punkt 
g^ der Reihe g, g^, ... ^". 

Die Geraden b^g^ und b^X sind nun die Tangenten am Punkte h^ der 
beiden der Schaar iS angehörigen und respective den Strahlen Hofli und 11^112 
correspondirenden Kegelschnitte. Hiermit ist aber die Aufgabe gelöst. 

II. Conslruction von Curven vierter Ordnung, welche durch 14 Punkte 
bestimmt sind. 

Die gegebenen 14 Punkte seien: 

«09 «19 «2. «39 «49 «59 «09 «79 *19 *2 9 *J9 *4 9 *5 9 *6 • 

Man nehme a^ als Centrum des StrahlenbOschels P und die Punkte 61, 629 
^39 ^49 ^59 ^6 Als bekannten Theil der Basis der Schaar iS^ von Curven dritter 
Ordnung. 

Durch die sieben Punkte iii, 6|, ^29 639 ^49 h^ ^e lege man eine 
Schaar von Curven dritter Ordnung: 

«19 «i, ... r„ 
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welche sämmtlich am Punkte bi von irgend einer Geraden bil\^ am Punkte 
02 aber von den beliebig angenommenen Geraden 62^9 ^2'/? ^2^% ••• 62 '1" 
berahrt werden. 

Seien ferner 9I29 %y ^2 drei durch die Punkte ^2 9 ^1, 621 ^39 ^49 ^59 ^6 
gehende Curven dritter Ordnung, welche sfimmtlich am Punkte bi von irgend 
einer Geraden &1T2, am Punkte 62 aber beziehungsweise von den beliebig 
angenommenen Geraden i2'2 9 ^2^) 62 '2' berührt werden. 

Man bestimme noch die Curven dritter Ordnung: 

Ä[a3, «4, oft], B'la^.a^, Ö5], B'*[a^,a^^ a^], 
wo B , B\ B" die Durchschnittspunkte beziehungsweise der Curven ^1 und 
9I2 , Sil und 31^ , ^1 und % bezeichnen. Mittelst der bekannten anharmonischen 
Verhältnisse: 

Ä[lll, Ö2, «39 Ö4], Ä'[lll, «2, Ö3, flj, Ä"[fll, «2, «39 «4] 

und der ihnen zugehörigen Tangenten 

62/29 *2'29 *2'2 

kann nun immer jene Tangente 62/2'' construirt werden, deren zugehöriges 
anharmonisches Verhältnifs i}''[ai, «2, «3, aj gleich ist jenem des Strahlen- 
büschels Oy [ai , «2 9 «3 9 «4]* Diese Construction geschieht natürlich ganz auf 
dieselbe Weise, wie die Ähnliche im vorhergebenden Beispiele. Ebenso be- 
stimme man mittelst der drei Tangenten 62/29 ^2/29 ^2/2 und der ihnen zuge- 
hörigen anharmonischen Verhältnisse 

Ä[Äi, «29 «3, «s], Ä'[öl9 «29 «39 «5]9 Ä" [«1 9 «29 «3 9 «s] 

jene Tangente M/, deren zugehöriges anharmonisches Verhältnifs 0^[ai^a29«39«5] 
gleich ist jenem des StrahlenbOschels «u[«i9«2 9«3 9 «sj- 

Man ziehe nun eine beliebige Gerade G, welche von den Tangenten 
62/2* und 62 </ in den Punkten K und L, und von den Tangenten 

62/19 ^2/19 • • • 62/1" 
in den Punkten g, g\ g'\ •. * g** getroffen wird. 

Seien K', Ä", . . . Jl" und L', L", . . . L" jene Punkte auf G, 
welche zu den Punkten g', g", • • • ^" respective in derselben Beziehung 
stehen, wie die Punkte K und L zum Punkte g. 

Die drei Punktreihen 

9^ ^. ^\ . .. ir%- K, K\ K", ... Ä%. L, U, L\ ... L^ 

sind unter einander projectivisch. 
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Unter der Schaar der Carven 3l|, Sil, ... %"* giebt es nur eine, welche 
zugleich durch aj gebt, und ihre Tangente in b^ trifft die Gerade G in einem 
Punkte fif welcher ein Doppelpunkt der beiden projectivischen Reihen: 
K, K\ ... K'^ und L, L\ . . . U 

ist. Sei nun l der zweite von ^ verschiedene Doppelpunkt dieser beiden 
Reihen. 

Man construire den diesem Doppelpunkte l correspondirenden Punkt ^ 
der Reihe: g^ g\ . . . ^". 

Seien nun V^ und V^ die beiden beziehungsweise durch die Punkte 
ai, ^1, ^29 ^3? ^49 ^5) ^6 ^^^ ^2 9 ^19 ^2 9 ^3 9 ^4 9 ^5 9 ^6 gcheudeu, aui Punkte 
b^ von den Geraden b^T^ und 61T2, am Punkte 6, aber von den Geraden 
62^^ und Ai^ berührte Curven dritter Ordnung. 

Diese beiden Curven haben vermöge ihrer Entstehung die Eigenschaft, 
dafs, wenn B den Inbegriff der Durchschnitlspunkte von Vy und F2 bezeich- 
net, die beiden anharmonischen Verhältnisse: 

Ä[a,, «2, «3, 04]^ ^[«19 029 «39 Ö5] 

beziehungsweise gleich sind den anharmonischen Verhfiltnissen der Strahlen- 
bäschel: 

«ü[äi, Ä29 «39 «J9 «o[«l 9 Ö2 , Ö39 Ö5]. 

Seien jetzt V[ und F2 zwei beziehungsweise durch die Punkte ^i, 6|, ^^29 
^39 ^49 ^59 ^6 und «2, ^1, ^2 9 ^39 A49 ^59 ^6 gehende und am Punkte b^ von 
den Geraden b^l\ und A^Tj berührte Curven dritter Ordnung der Art, dafs, 
wenn B* den Inbegriff der Durchschnittspunkte von VI und V2 bezeichnet, 
die anharmonischen Verhältnisse: 

^'[«19 ^9 «39 fl4]9 Ä' [öl9 «2 9 «3 9 «ö] 

beziehungsweise gleich werden den anharmonischen Verhältnissen der Sirah- 
lenbüschel : 

«o[«l9 «29 «39 «4^ «ü[«l9 «29 «3 9 «e]- 

Die Tangenten der Curven V[ und Vi am Punkte b^ können ganz auf dieselbe 
Vi^eise construirt werden, wie jene der Curven V^ und V^ an diesem Punkte. 

Seien endlich V'^ und V^ zwei beziehungsweise durch die Punkte 
«19 ^19 ^29 ^39 ^49 ^5 9 ^6 Und flj , ^i , ^2 , ^3 , &4, 65, ^o gehende, am Punkte 
b^ von den Geraden 6| 7\ und 61T2 berührte Curven dritter Ordnung der 
Art, dafs, wenn Ä" den Inbegriff der Durchschnitlspunkte von V'i und Fj" 
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bezeichnet, die anharmonischen Veriiältnisse: 

B"[a,, 02, o,, flj, Ä"[öi, «2 , «3, ^7] 
beziehungsweise gleich sind den anharmonischen Verhfiltnissen der Strahlen- 
bflschel : 

aü[fli,Ä2,fl39Äj^ aü[«i, 02^03, fl?]- 
Man construire wieder die Tangenten der Curven V^' und V2 am Punkte bj. 

Man ziehe nun zwei beliebige Gerade Li und L2. Sei li der Durch- 
schnittspunkt der Geraden Li und iiTi, und /, jener von L, und ^iT,. Die 
Verbindungslinie /i/, bezeichne man kurz mit s. 

Die Tangenten der Curven F^, F^, Fi' am Punkte 62 treffen die 
Gerade Li beziehungsweise in den Punkten »ii, m[^ m'l; ebenso schneiden 
die Tangenten der Curven F,, F,, V!^ am Punkte i, die Gerade L, be- 
ziehungsweise in den Punkten sti,, oiq, oiq'. Die Verbindungslinien »ixtn,, 
fiiiffi^, w'lfdl bezeichne man kurz mit a, &, &\ Man lasse nun die drei 
Curvenpaare F^, Fj; F;, Fj; F;', Fj' dadurch variiren, dafs die Verbin- 
dungslinie 8 stets durch einen beliebig angenommenen festen Punkt f geht. 
Es werden sich dann auch die Verbindungslinien a, &, o" um feste Punkte 
drehen, welche wir beziehungsweise g, gi^ gn nennen wollen. 

Man erhflit so vier, unter einander projectivische StrablenbQschel, 
welche wir kijrz mit f, g, gi^ gn bezeichnen. 

Man construire nun jene beiden Strahlen si und s^ des Büschels f, 
von welchen der erste dem Strahle ggi des Büschels g, der zweite hingegen 
dem Strahle gign des Büschels gi correspondirt. Man lasse jetzt den Punkt f 
irgend eine andere Lage f^ einnehmen. Es werden dann auch die Punkte 
ff 9 ffi^ ^11 entsprechend andere Lagen g^, g\^ g\i einnehmen, und man erhält 
wieder vier unter einander projectivische Strahlenbüschel: f^, g\ g[^ g\i. 

Seien s[ und *]; wieder jene beiden Strahlen des Büscheis f^, welche 
beziehungsweise den Strahlen g^g\ und g\gn der Büschel g^ und g[ correspon- 
diren. Die beiden Strahlen »i und «[ schneiden sich in einem Punkte O, und 
die beiden Strahlen s^ und ^^ in einem Punkte 0\ 

Die Verbindungslinie 00^ trifft die Gerade Li in einem Punkte Oi und 
die Gerade L2 in einem Punkte 03* Die .Geraden biOi und 61 o, sind nun die 
Tangenten am Punkte bi der beiden der Schaar iS^ angehörigen und den Strah- 
len Ooüi und tfoii2 correspondirenden Curven dritter Ordnung. Auf dieselbe 
Weise können die Tangenten dieser Curven am Punkte 62 gefunden werden. 
Diese Curven sind daher vollkommen bestimmt und damit ist die Aufgabe gelöst. 

Journal fOr Mathematik Bd. LVIII. Heft 1. 10 
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§. IL 

Auflösung des Fundamentalproblems, wenn n ss 2, n! ssm — 2 ist, für Curveii, deren 

Ordnungszahl m>6 ist. 

Die Aufgabe, eine durch ^rii(oi-f3) Punkte bestimmte Curve m*"" Ord- 
nung M mittelst der Durchschnittspunkte der correspondirenden Elemente einer 
Kegelschnittschaar P und einer Schaar iS^ von Curven (»1—2)*'" Ordnung zu 
erzeugen, ist gelöst, sobald man irgend zwei Curven der Schaar S kennt. 

Die gegebenen ^m(r/i-f'3) Punkte der Curve M seien: 

fll, ^, ^3, II4, 6^, 629 ^39 ••• *J['«('«-6)+6] ? ^1^ ^29 ••• ^4m-7* 

Man nehme Hi, 1I2, 113, a« als Basis der Kegelschnittschaar P und 

als bekannte Punkte der Basis der Curvenscbaar j$« 

Die beiden beziehungsweise durch die Punkte c^ und C2 gehenden 
Curven Ci und C, der Schaar j$ sind bestimmt, sobald von jeder dieser 
Curven noch 2m — b Elemente bekannt sind. 

Ist nun 2(2iii— ö)<m(iit— 5)-f 6 und betrachtet man die Tangenten 
der Curven C^ und d an den Punkten 6^, 62, 63, ... dam-s als die noch 
unbekannten zu bestimmenden 4m— 10 Elemente dieser Curven, so können 
diese Tangenten dadurch bestimmt werden, dafs man die 4m — 10 anhar- 
monischen Verhältnisse: 

beziehungsweise gleich setzt den anharmonischen Verhältnissen: 

WO A das System der vier Punkte Hi, o,, Oj, a« und den Inbegriff der 
(m — 2)^ Durchschnittspnnkte der Curven Ci und C2 bezeichnet. 

Diese Bestimmung der Tangenten geschieht aber natfirlich auf ganz 
dieselbe Weise, wie jene der Tangenten der Curven Ai und At bei dem im 
vorhergehenden Paragraphen bebandelten Probleme. ^ 

Der ganze Unterschied liegt blofs darin, dafs an die Stelle des Strah- 
lenbOschels : 

die Kegelschnittschaar: 

tritt 



-^[^19^9^39 •••^4m-7] 
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Die Aufgabe, eine durch ^m (m-f 3) Punkte bestimmte Cnrve m^^' Ord- 
nung mittelst der Durchschnittspunkte der correspondirenden Elemente eines 
Kegelschnittbflschels und einer Schaar von Curven (m— 2)*" Ordnung zu er- 
zeugen, ist also gelöst fflr alle Werthe yon m, fflr welche 

4»ii — 10 < m(iii — 5) -f 6, 
also iw > 6 ist. 

Anmerkung. Was die Curven fünfter und sechster Ordnung betrilR, 
so ist wohl klar, dafs diese beiden Fälle ebenfalls im Sinne der 
allgemeinen Methode unter Anwendung derselben Betrachtungs- 
weisen , welche im §. I. stattgefunden haben , behandelt werden 
können. 

§. III. 

Geometrische Gonstruction der Durchschnittspankte einer durch 4^(^-f 3) Punkte 
bestimmten Curve m*''' Ordnung und einer gegebenen Geraden. 

Seien J|, i^, </s, . . . if^ die m Durchschnittspnnkte , in welchen die 
durch ^iit(m-f3) Punkte bestimmte Curve JU eine gegebene Gerade L trifft. 
Betrachten wir zuerst den Fall, wo m eine zusammengesetzte Zahl rn und 
r<:n ist. 

Im Allgemeinen besteht das Problem der geometrischen Construetion 
der Durchschnittspunkte der Curve M und der Geraden L darin, zwei Curven 
R und N respective vom r^""" und n*^*" Grade zu bestimmen, so dafs die 
Durchschnittspunkte dieser beiden Curven in einem bestimmten geometrischen 
Zusammenhange zu den Punkten ^i, ^^ ^9 ••• ^m stehen. 

Bezöglich der näheren Bestimmung der Curven R und N können noch 
verschiedene Annahmen gemacht werden. So kann die Curve R ganz will- 
kflrlicb genommen werden. Wir denken uns nun dieselbe so gewählt, dafs 
sie mit einem vielfachen Punkte (r— 1^"' Ordnung O begabt ist. Ferner wollen 
wir annehmen, dafs die von nach den Durchschnittspunkten der Curven jR 
und A^ gezogenen Strahlen die Gerade L in den Punkten di^ di^ ... d^ 
treffen. Von der Corvo R können ^«(ii-f 3) — rn Punkte willkfirlich ge- 
wählt werden. 

Soll nun die Curve iV durch ihre rn Durchschnittspunkte mit R auf 
die angenommene Weise zur Construetion der Punkte d^^ di^ ... d^ dienen, 
so darf sich die Curve iV nat&rlich nicht in zwei solche Curven respective 
r*""" und (n— r)**"" Grades zerlegen lassen, dafs die eine dieser Curven mit R 

10* 
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zasammenffillt und die andere durch die ^ii(ii-f3)— m willkOrllcb angenom- 
meaen Punkte geht. Damit nun dies nicht eintreffe, so mufs, wie man leicht 
sieht, stets 

i[(»-r)H3(n-.r)]<iC»^+3ii-2rii), 
also r<;3 sein. 

Die Cnrve R mufs also jederzeit ein Kegelschnitt U sein und wir haben 
zuerst den Fall zu betrachten, wo tn = 2n, also rn eine gerade Zahl ist. 

Was nun die nfihere Bestimmung der Curve N, von welcher 
^(n^'{-dn) — 2n Punkte willkarlich genommen werden können, betrifft^ so ist 
es das einfachste, dieselbe dadurch naher zu bestimmen, dafs sie mit einem 
vielfachen Punkte (n—iy'"' Ordnung begabt ist, indem ein (n—l)facher Punkt 
einer Curve it*''" Grades eben für |(n^-f 3it)— 2ii Bestimmungsstacke zShlt 
Unsere Aufgabe ist jetzt näher bestimmt und lautet: 
Eine mit einem (it—1) fachen Punkte begabte Curve n^^"" Ordnung 
A' zu bestimmen, welche einen beliebig angenommenen Kegelschnitt U 
in 2n solchen Punkten trifft, dafs die von irgend einem Punkte dieses 
Kegelschnittes nach diesen 2n Punkten gezogenen Strahlen die Gerade L 
in den Punkten i/i, li^i, ... d„, treffen. 

Beliebige Punkte der Curve N werden nun auf folgende Weise con- 
struirt: 

Seien Ä^, «29 «31 Ö4, b^^ b^^ *S9 • • • *|[m{m-5)+6] 9 ^n ^21 • • • ^4m-7 

die gegebenen ^iii(m-f 3) Punkte der Curve M. 

Man nehme a^, o,, a^^ a^ als Basis einer Kegelschnittschaar P und 
61, is, • . • 6|[„(m-«)+6] Als bekannte Punkte der Basis einer Schaar j$ von 
Curven (m — 2)^'"' Ordnung, welche durch ihre Durchschnitte mit den cofrespon- 
direnden Curven der Schaar P die Curve M erzeugen. Die der Schaar P 
angehörigen und durch die Punkte c^, Cj, ... gehenden Kegelschnitte Z^, Z,,... 
schneiden auf der Geraden L Segmente ab, welche in Involution stehen. Die 
Schenkel der Winkel, unter welchen man vom Punkte des Kegelschnittes ü 
aus diese Segmente sieht, schneiden in diesem Kegelschnitte Sehnen ab, welche 
alle in einem Punkte Q zusammenlaufen und den Kegelschnitten Z|, Z2, ... 
anharmonisch correspondiren. Diese im Punkte Q zusammenlaufenden Sehnen 
seien : c^i , (T2 9 • • • 

Man bestimme jetzt die durch den Punkt e^ gehende Cnrve Ci der 
Schaar S. Die Curve Ci lasse man wieder mittelst der Durchschnitte der 
correspondirenden Elemente zweier projectivischen Scbaaren P^ und 8' re- 
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spective vom zweiten und (m— 4)*^" Grade entstehen; dabei nehme man den 
Punkt Ci wieder zu jenen, welche den variablen Theil der Schaaren P' und 
8' bilden. Man bestimme wieder die durch den Punkt Ci gehende Curve Ci 
der Schaar S'. Mit der Curve Ci mache man dasselbe, was mit Ci ge- 
schehen ist. Man bilde nämlich zwei projectivische Schaaren P" und S'^ 
respective vom zweiten und (1/1—6)*^'' Grade, welche die Curve Cl erzeugen, 
und nehme den Punkt c^ wieder zu jenen Punkten, welche den variablen 
Theil der Schaaren P" und S" bilden. Man bestimme wieder die durch den 
Punkt Ci gehende Curve Ci' der Schaar S'\ 

Die Curve Ci' behandle man wieder so, wie Ci und fahre so fort, 
bis man auf eine Curve C^'"^*^ kommt, welche, da m gerade ist, von der 
Ordnung m — («n — 2), also ein Kegelschnitt ist. Dieser durch den Punkt Ci 
gehende Kegelschnitt schneidet auf L ein Segment ab. 

Die Schenkel des Winkels, unter welchem man vom Punkte O dieses 
Segment sieht, schneiden auf ü eine Sehne ab, welche s^ heifsen soll. 
Die Sehnen a^ und s^ schneiden sich in einem Punkte Di, 
Wiederholt man die ndmticAen Prozesse nur mit dem einzigen Unter- 
schiede, dafs man an die Steile des Punktes Ci nacheinander die Punkte 
i?2 9 ^3) ••• treten Isfst, so erhalt man eine Schaar F von Kegelschnitten 
^m-4)^ ^K"«-*)^ ^^^ welche durch die Punkte Ca, i?3, ... gehen, und ihnen 
entsprechend eine Reihe von Sehnen «29 «^39 •••) welche von den correspon- 
direnden Sehnen ^2, (^3, ... in den Punkten D^^ 1^3, ... getroffen werden. 

Ich behaupte nun, dafs die Punkte Di, />29 • • • auf der Curve ZV liegen 
und dafs ein (it— l)facher Punkt dieser Curve sei. 

Sei nfimlicb tf^ ein auf L liegender Punkt der Curve M; Z^ und 
^K«-4) ^^.^^ j.^ beiden respective den Schaaren P und F angehörigen und 
durch den Punkt d^ gehenden Kegelschnitte und s^ und a^ die ihnen ent- 
sprechenden Sehnen auf U, 

Da nun der gemeinschaftliche Punkt d^ der Kegelschnitte Z^ und 
C^*""^^ auf h liegt, so mflssen sich nothwendiger Weise die Sehnen «^ und 0^ 
auf dem Kegelschnitte ü schneiden. So viel Punkte also die Curve M mit 
L gemein hat, ii^ soviel Punkten trifft die Curve, auf welcher die Punkte 
l^i, 02 9 ••• liegen, den Kegelschnitt 17. Diese Curve ist also höchstens 
vom It*''" Grade und, weil jede der durch Q gehenden Sehnen o^, (T2, ... nur 
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in einem einzigen Punkte von dieser Carve getroffen wird, so ist Q ein 
(II— l)facher Punkt derselben. Die Punkte Di^ Da^ ••• liegen also auf iV. 

Da Q ein (it— l)facber Punkt der Curve N ist, so braucht man blofs 
2n==f/i Punkte Di^ D^^ ... D2n zu construiren, indem mittelst dieser 2n 
Punkte beliebig viele andere direct gefunden werden können. (Jonquieres, 
essai fite, devxieme section, §. XII.) 

Ist der Grad m der Curve M ungerade, nämlich m = 2n — 1, so bleibt 
der Anfang und Verlauf des ganzen Vorganges derselbe, nur mit dem Unter- 
schiede , dafs am Ende an die Stelle der Kegelschnitte Cj^'"***\ Ca*^'""*^ . . . 
gerade Linien C/^'"'"^\ Cj*^*""*^, . . . treten, welche die Gerade L beziehungs- 
weise in den Punkten /i, 4, ... treffen. Verbindet man diese Punkte mit 
einem beliebigen Punkte V des Kegelschnittes ü, so schneiden die Verbin- 
dungslinien F/i, F/2, ... die correspondirenden Sehnen Oi, (T2, . .. in den 
Punkten A, A? • • •) welche einer durch Q und V gehenden Curve iV 
n*^' Ordnung angehören, welche Q zu einem (it—1) fachen Punkte hat and 
den Kegelschnitt U aufser V in 2it— 1 solchen Punkten trifft, dafs die von 
O nach diesen Punkten gezogenen Strahlen die Gerade L in den Punkten 
dl, 1/2, . . • ä^ schneiden. Diese Curve N löst also die Aufgabe für den Fall, 
wenn m = 2n — 1 ist. 

Beispiel. Eine Curve vierten Grades JU ist durch 14 Punkte be- 
stimmt und eine Gerade L gegeben; man soll die Durchschnittspnnkte der 
Curve M und der Geraden L construiren. 

Die gegebenen 14 Punkte seien: 

^19 ^9 ^Z^ ^4^ *19 ^19 ^29 ^3 9 ^49 ^69 ^69 ^79 ^8^ ^9* 

Man bilde zwei projectivische Kegelschnittschaaren P und 8, welche durch 
die Durchschnitte ihrer correspondirenden Elemente die Curve M erzeugen; 
dabei nehme man n^, 1I2, 1I3, a^ als Basis der Schaar P und 61 als bekannten 
Punkt der Basis der Schaar iS. Man denke sich irgend einen Kegelschnitt V 
und auf demselben einen beliebigen Punkt construirt. 

Die Kegelschnitte der Schaar P schneiden auf L Segmente ab, welche 
in Involution stehen. Die Schenkel der Winkel, unter welchen man von O 
aus diese Segmente sieht, schneiden in ü Sehnen ab, welche alle in einem 
Punkte Q zusammenlaufen. Diese in Q zusamn^enlaufenden Sehnen seien: 

(T| , <J2 , .... 
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Ebenso schneiden die Kegelschnitte der Schaar S auf L Segmente ab, 
die in Involation stehen, and die Schenkel der Winkel, unter welchen man 
von O, aus diese Segmente sieht, schneiden auf U Sehnen ab, welche ebenfalls 
alle in einem Punkte R zusammenlaufen. Diese Sehnen seien: «i, ^29 •••• 

Die beiden Slrahlenböschel, welche von den Sehnen (Ti, (Tj, • • • und 
«1, «2, ... beschrieben werden, sind natörlich projectivisch und die Durch- 
schnitte ihrer correspondirenden Elemente erzeugen einen Kegelschnitt N, 
welcher den Kegelschnitt U in vier solchen Punkten trifft, dafs die von O 
aus nach diesen vier Punkten gezogenen Strahlen die Gerade L in jenen 
Punkten schneiden, welche die Curve M mit L gemein hat. 

Feldkirch in Vorarlberg, am 10 December 1859. 
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Integration der partiellen Difierentialgleiehung: 

(Von Herrn L. Fuchs.) 



t. 

Um die Nabelpunkte einer FISche za finden, hat man bekanntlich die 
Gleichung der gegebenen FIfiche mit zwei anderen zu verbinden, die man 
erhält, wenn man in der von Monge angegebenen Differentialgleichung der 
Krömmungslinien : 

l{\^q')s-pqf\y''-\-[{\-\-q')r-{\^p-^)qy-{{\^p^)»-pqr\ =, 

aufser dem Coefficienten von y* noch einen der beiden andern der Null gleich- 
setzt. Man erhalt die partiellen Differentialgleichungen: 
(1.) (l+9«)r-(l+;,^)/ = 0, 
(l^) {\J^q')s-pqt = 

oder 

{\^p'^)s-pqr =0. 

Es bedarf kaum der Erwähnung, dafs sich auf den Flächen, die einer dieser 
Gleichungen genügen, wenn sie überhaupt Nabelpunkte besitzen, im Allgemeinen 
Nabellinien befinden. 

Während nun die Gleichung (1^) leicht integrirt werden kann, ver- 
ursacht die Integration der Gleichung (1.) gröfsere Schwierigkeiten. — Bevor 
ich aber zu dem eigentlichen Gegenstande dieser Arbeit, nämlich zu dieser In- 
tegration, übergehe, kann ich nicht unterlassen, in Kürze zu zeigen, dafs man 
beide Reihen der Krümmungslinien der durch die Gleichung (1.) dargestellten 
Flächenfamilie finden kann, ohne dafs es nöthig ist, das Integral dieser Glei- 
chung vorher zu kennen. 

Denn bildet man nach der Jüoii^^schen Methode die Gleichungen der 
Characteristiken dieser Flächen, so erhält man: 
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Durch Combioation derselben folgt ffir die eine and die andere Characteristik 
dp ^ dg ^ ^ dp _ dq^ _ ^ 

oder durch Integration: 



(3.) ip-{yHP')(9^n-\-9n^c, 



(4.) 



A> + yi+P' = 



c, 



1» 



7 + ]/T+V 

wo #? und c, Constanten sind. Andererseits gebt die am Anfange erwähnte 
Differentialgleichung der KrOmmungsIinien für die Flächenfamilie der Glei- 
chung (1.), wie man leicht findet, aber in die folgende: 
(5.) {Ij-q')df-{i+p')d;c^=^0. 

Da nun diese Gleichung mit der zweiten Gleichung (2.) identisch ist, und da 
aus der Combination eben dieser Gleichung mit der Gleichung (1.) die erste 
Gleichung (2.) erhalten wird, so ergiebt sich, dafs die letztere Gleichung eben- 
falls för die KrOmmungsIinien gelte. Man ersieht daraus, dafs die Integrale der 
Gleichungen (2.), nämlich die Gleichungen (3.) und (4.), der einen oder der 
andern Reibe von KrQmmungslinien angehören. Ist nun die Gleichung einer 
der Familie (1.) angehörigen Fläche gegeben, so bat man nur dieselbe nebst 
den beiden durch einmalige Differentiation nach x und y daraus abgeleiteten 
mit den Gleichungen (3.) und (4.) zu verbinden, um durch Elimination beide 
Reihen von KrOmmungsIinien zu erhalten. — Wir gehen nunmehr zur Inte- 
gration der Differentialgleichung (1.) Ober. 

»• 

Zunächst verwandeln wir die gegebene Differentialgleichung in eine 
solche, in welcher die ersten Ableitungen nicht vorkommen, mit HOlfe einer 
von Legendre (Memoires de Tacademie des sciences de Paris ann. 1787} an- 
gegebenen Transformation. Dieselbe besteht darin, dafs man statt der Variabein 
X, y-j z drei neue p, q, cd einfahrt, welche mit ihnen durch folgende Glei- 
chungen verbunden sind: 

und umgekehrt: 

Journal für Mathematik Bd. LVIII. Hefii. 11 
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Man hat alsdann 



ö?* ö/j« \dpdqy dg* dp* \dpdqy 






Geht nun eine Differentialgleichung 

^/ öz 82 8*2 8*2 8*2\ _ ^ 

durch diese Substitution Ober in: 

/ flw 8« 8»ai 8*öi 8*«\ ^ 

9^^/^' y^ «'^ SJT' -37' 8^' T^' W^ ^ ' 

und gelingt es, die letztere so zu integriren, dafs man hat: 

(worin \ff und x willkQrliche Functionen sind), so erhfilt man durch blofse 
Differentiation das allgemeine Integral der ersteren vermöge der Gleichungen (7.) 
so dargestellt, dafs x, y, z als Functionen zweier Variabein p, q auftreten, 
und in ihrem Ausdrucke eine hinreichende Anzahl willkärlicher Functionen 
enthalten ist. Es ist zu bemerken, dafs, wenn x, y, z die Coordinaten einer 
Flfiche bedeuten, m, p, q die Coordinaten der von Monge so genannten re- 
ciproken Fläche sind. (Vergl. Chasles, aper^u historique, Note XXX.) 

Unsere Gleichung (1.) geht durch die Legendresche Transformation 
in die folgende über: 

(9.) (l+;.^)0_(l + ^)|^ = O, 

mit deren Integration wir uns nun zu beschäftigen haben. 

Wir fahren als Coordinaten diejenigen Curven der reciproken Flächen 
(9.) ein, welche den Krflmmungslinien der Flächen (1.) entsprechen. (Siehe 
die Gleichungen (3.), (4.) und (6.)0 ^'^^ setzen also: 



(10.) £±^^ = «, {P'^iHp'){q-^iHq') = u,, 
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wo u and t#i die beiden neaen Variabein sind. Daraus folgt 

(11.) ^+yrf7=^iis:, 9+i/H?=^-^^' 

Durch Differentialion erbfilt man 

( dp _ ( u,du+udu, ) 

(12.) ( »^ ^'^ 

I rfg . i — u^du'\-udu^ ) 

Setzt man zur Abkürzung 

dp ^ dp ^ dq , dq . 

du ^u^ *' ÖM ' duj *' 

so erbfilt man aus (12.) 

Um die transformirte Differentialgleichung zu erhalten, kann man z. B 
die von Jacobi (dieses Journal Band 86, Ober die Differentialgleichung 

S^V S^V d*V \ 

-gp- + -g"r+-grr= Oj angegebene Reductionsmethode anwenden, wonach, 

wenn F eine Function von x, y, z, -^, -g— bedeutet und 

* da: dy dx by 

gesetzt wird, 

(14)/^^'' ö öF Ä ÖF 1 



(13.) ' 



< ÖÄ dx ^ dz dy :x dz } 



ist. In unserem Falle mufs man 






setzen. Darcb TraDsformation ergid>t sich hieraas mH Rflcksiolit auf (13.) 

d(» dt» 

11» 



(16.) A'F = e- 
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worin 

^- il+p* I + 17M 
Ans (15.) and (16.) folgt nun, dafs in unserem Falle (14.) die Differential- 
gleichung liefert: 

(IT.) _L^+^^ = «, 

worin 

uu; 



(18.) K = 



(u + il,)(flfl, + l) 

Es ist aber 



oder wenn wir zur Abkürzung 

(19.) 
setzen, 



' fi ' tt. 



, 1 



(20.) K = * 



mithin geilt die Gleichung (17.) Ober in 

'«+1»' I '«+<»' _o 

oder in 

(20.) 2(«+/9)^;^-^-g;^-^^ = 0. 

Ich werde jetzt zeigen, dafs man die Differentialgleichung (20.) sogar unter 
der allgemeineren Voraussetzung integriren kann, dafs a und ß beßebige 
Functionen respectiye von u und t#i sind, 

4. 

Fahrt man nämlich a und ß als Variabein ein, so hat man: 

d<a d^da^ ö«_ d<^dß_ d^m d^io da dß 

du da du ' du^ dß du^ ' dudu^ dadß du du^ 
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Daher geht die Gleichung (20.) über in : 

(8,.) 3(.+«^_^ 

Wendet man nun die Sabstitotion 



doi 



dß 



= 0. 



an, so bat man 
du 

(22 



f du 



t da T * ;.* 



(22.) 



do) 



(a_/9 = r 






oft» , am , a» 



a« 

av» 
aw 



a/j 
- _ . a»« . a*ft» 



a«« 
*a/j»" 



Dnrcb Soblraction der beiden letzteren Gleichungen von einander erhält man 



a*w 8*10 



d'w 



dt* do* ~ Badß'' 
oder vermöge der ersten Gleichung (22".) und der Gleichung (21.) 

d*(a d*t» 1 dt» 



(23.) 



dt* t dt 

Diese Gleichung aber ist ein specieller Fall derjenigen, die Poisson (Journal 
■ de r^cole polytecbnique, cah. 19) behandelt, nfimlich der folgenden: 

worin l, g Constanten sind. Euler und in der erwähnten Abhandlung Poisson 

haben im Allgemeinen das Integral derselben oder vielmehr der durch die 
Substitution 

(25.) (ü = F./-*' 

in die folgende verwandelten: 

in unendlichen Reihen gegeben. 

Die Fälle, in welchen Poisson dieselben summirt, hängen wesentlich 
von den Wurzeln der Gleichung: 

(27.) *(* — !) -m = 

ab. Ist insbesondere eine Wurzel derselben negativ, wo alsdann die andere 
positiv sein mufs, und zwar habe die positive die Form f-f i, wo t eine 
positive ganze Zahl bedeutet, so werden die Glieder der Reihen vom 2i*^" 
ab unendlich — aber gerade auch in diesem Falle läfst sich, wie Poisson 
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gezeigt hat, das Integral in endlicher Form darstellen. Es ist ofimlich: 
(28.) V = t^**y "(p (l coa l-\-av) sin" ldX-\- 

c/'+»log//"V'('<»sA+at>)sin''Arfi4-2cr^y'"v^(/co8A-f«i>)[^— (9'-fc')sin''A]rfl, 

II o 



worin 



f^-— (2i-l)(2i-2)...(2i-«) 1.2...«' ^— y «"*«*> 

ff 

y' = 2t' / .^j. <fil, und c, «' Constanten sind, die durch die 

folgenden Gleichungen bestimmt werden: 

,^ _ 1.9.25...(2i-l)' (-!)'• (-ir 

(29.) <^» — 2.1. 2.3... (2i—i) 1.2.3. ..2i " i.4'(1.2...i— 1)»' 

jCo = c/'"8in"irfA, 

, C^ = 2c/" [^ - (y'+ c')8in«A] dl. 

Für die Gleichung (230 isl nun ii = l, /= — 1, i?i = |, • = !. Man er- 
hält daher durch einfache Rechnung: 

y = |(i — 71 — sin i cos A), y' = (ti — i) cotg A, c' = | . 

Bestimmen wir demnach F, und multipliciren dasselbe gem&fs der Gleichung (25.) 
mit t^j so erhalt man als Integral der Gleichung (23.): 

(30.) ai===/y^V('cosX+r)sinUrfX+[v/(/+i>)+/^^^^^^ 

u 

^ JL ;» log ^y V ('cos A 4- P) sin* l dX 

I) 

^<'/^V^(<cos;L4-r)rt — (f4-(7r — A)cotgil)8inU]rfi. 

n ^^ 

Setzt man nun bierin ffir / und v die vermittelst der Gleichungen (10.), (l^O^ 
(22.) sich ergebenden Ausdrflcke durch p^ q, so erbfilt man das allgemeine 
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Integral der Gleichung (9.)) and vermittelst der Gleichungen (T.)? wie schon 
in No. 2 bemerkt worden, durch einfache Differentiation das Integral der Glei- 
chung (1.) selbst. 



5. 

Ich fflge noch folgende Einzelnheiten hinzu: 

Man kann sich durch sehr einfache Rechnung überzeugen, dafs die 
Gleichung (1.) befriedigt wird, wenn man an die Stelle von p und q respeclive 

p+yH7 a»d 9+/h¥ setzt. 

Ferner siebt man leicht, dafs wenn w ein Integral der Differential- 
gleichung (9.) ist, auch -o-rCl-f/^^) "°^ ■^"rCl-fy^) solche sind. 

Ferner kann man auf folgende Weise zu einer besonderen Reihe parti- 
cularer Integrale der Gleichung (9.) gelangen. 

Indem wir zur Abkflrzung 

T 



da p du ^ d*w ^ 

dp~'^' ~d^—^' 'dp'—'*' 



dpdq ~ ^' dq* 



setzen, sei 



CSl.) Ä = i±i^, .1«. T^'-^^, 



c dpdq ' c 

WO c eine beliebige Constante und /i eine noch zu bestimmende Fanciion von 
p und q sei. Man erhalt durch Integration dieser Gleichungen, mit Vernach- 
lässigung äer willkarlichen Functionen, 



und hieraus, wegen -3— = -g^. 



(32.) 2q 
Setzen wir ferner 



a^ 



dq 



^p^-(Hp')^ 



<H9') 



dq* 



(33.) i±^Ä = l, ^ T = i, 
so folgt durch snccessive Differentiation nach p und q 
2p 



dR Q Sr ,. . j. d*T .. . ,, d*R 



dq 



dp 



dpdq 



dpdq' 
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. dR dS dT dS , 
oder, da -^ = -g^, -g^ = -5^, elc. 

(34.) 2p§-2,^ = iHf)^-^Hp^)^- 

Aus der Vergieichung dieser Gleichung mit der Gleichung (32.) folgt, dafs 
man iS^ = ,a setzen kann. Alsdann geht (31.) über in 

c dpdq '^ c öpdq'^ 

oder, wie leicht zu finden, in 

(350 «=i±^^, T=i±£:-pi. 

Es handelt sich also um die Integration einer Differentialgleichung von der Form 

(36.) r" = i^- 

Entwickelt man die Function nach steigenden Potenzen von x und bezeichnet 
mit yf,"^ den Werth der «i**" Ableitung für o: = 0, so ist 

yf,""+'> = [c - 2in (2i» — 1 )] [c — {2m — 2) {2m — 3)] 

X[c — {2m — 4){2m — b)]...[c — 2]ca, 
^.pm+3) = [c - (2m + 1 ) 2m] [c - (2»i - 1 ) (2m - 2)] 

X[c-(2m-3)(2m-4)]...[c-6]c*, 
worin « = >•(,, * = >». 

Nimmt man z. B. b = 0, so hat man die Recursionsformel : 
und die Reihe lautet 

+ T:2X::8 (^-^^)('^-*2)(^-2) ca+ y-2^^(c-56)(c.^^ 
eine Reihe, die fOr — 1 <; ^ < 1 convergirt. 

FQr die Zahlen c=2, 12, 30, 56 etc., Oberhaupt fflr c=2rn(2m— 1), 
wo m eine ganze Zahl ist, hat die Reihe nur ehie endliche Anzahl von Glie- 
dern, und man erhält particulare Integrale der Gleichung (36.) in endlicher 
Form, und daraus auf bekannte Weise die allgemeinen. Mit Hülfe der For- 
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mein (35.) lassen sich alsdann parliculare Integrale der Differentialgieichnng (9.) 
herleiten. 

Hätte man bei der Integration der Gleichungen (31.) die willkOrlichen 
Functionen mitberflcksichtigt, so hätte man statt der Gleichung (32.) eine von 
folgender Form: 

«»■l-^'f- = «+;'')^-(i+»')|^+».(f)+vW 

erhalten, und es handelte sich darum, diese Differentialgleichung mit Rücksicht 
auf das Integral fi=S der Gleichung (32.) zu integriren, um zum allge- 
meinen Integrale der Gleichung (9.) äberzugehen. 

Berlin, im Januar 1860. 
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Zur Abhandlung: „lieber Zahler und Nenner der 
Nftherungswerthe von Kettenbrüchen,'' pag. 231 des 

vorigen Bandes. 

(Von Herrn E. B. Chrittaffel.) 



Oerr Heine hat im §. 7 der genannten Abhandlong die Zähler und 
Nenner der Nfiherangswerlhe des Kettenbruchs für 

(1.) 11 = — -, Ä = oo 

gefunden, und zwar erfordert der dort eingeschlagene Weg die gesonderte 
Bestimmung der beiden auf einander folgenden Zahler Pj^, Pj.+i and der 
entsprechenden Nenner Qt„, Qi,^i. Es dürfte von einigem Interesse sein, dafs 
diese vier Functionen sämmtlich in einer einzißen Form enthaiten sind. 

Bestimmt man nSmIicb zwei Reihen von Functionen V und W durch 
die Gleichungen 

;Fu=l, F. = y+1, F, = 0'-f2)F,+ar, F, = (y+3)F,+xr„ ... 
FFo = y Fr. = (y+l)IF„+x, W^ = (y-\-Z)W,ixW„. 



(2.)< 



09- 



SO ist 






y+m 



mitbin -jjP- der m-j-l^'' Nsherungswerth des Kettenbruchs fflr — • Folglich 

können ^^F^ and W^ von P^ und 0^ nur durcb ein und denselben con- 
stauten Factor verschieden sein. 
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Vergleicht man in (2.) die Aber einander siebenden Gleichungen , so 
zeigt sieb sofort, dafs, wenn 

(3.) F„ = y(ar,y + l,m) 
gesetzt wird, zugleich 

(4.) »^^ = y(^,^m+l) 
sein murs; damit ist die oben aufgestellte Behauptung erwiesen. Es ergiebt sich 

(5.) 9, {X, Y. m) = 2{m - *), ^^ff^^~'^ x', 

wo 9 die Werthe 0, 1, 2, ... bis zur gröfsten in \m enthaltenen ganzen Zahl 
inclusive darchlänft, and statt des Quotienten der beiden J' die entsprechende 
Facullät zu setzen ist. Mittelst dieser Bezeichnung wird nun 

(y_^l)(y^.2)...(y+2m-l)P,„ = </,(x,y+l,2»»-l), 
(6) ; (y+lKy + 2)...(y+2i») P,.+. = y(x,y+l,2ii.), 
y(y+l)(y+2)...(y+2m-l)ft„ =<p{x,r>2m), 
7(y+l)(y + 2)...(y + 2«i) Q,„^, = y(aT,y,2«i + l). 

Der Werth von « läfst sich stets in ausgeführter Form angeben, so 
oft y die Hälfte einer positiven und ungeraden Zahl ist. FQr y = ^ findet 
man denselben in der Abhandlung des Herrn Heine; ist 

(7.) y = i(2n+3), n = 0, 1, 2, . .., 
so setze man 

(8.) X = ir*, 
und 

oder in anderer Form 






i 2r ,(g/)* , (2y)" 

ö" 1 "^1.2 "-1.2...« 



dy" /•+• 

d- "•" 1 "T" 1.2 ■'"■■"^1.2...» 



1 



^^^•^ ^ 2^ ,(2y)* , (2^) 



3y» ^+» ' 
dann wird 

r44-i _«. r*i JP, X, 1 eyg,+i— e-yg«+i 

'-"•-' y ~Ly, y+l, y+2, •J— era._e-r», 

ond nach dem Frflheren ist hiervon der m-\-V' Naherungswertb 

fi'i^ Jk _ y(^>i(2'«+5), m ) 
^^^'^ W„ — 9.(x,4(2»+3),m+l)' 
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welcher sich auch in die zu (11.) ganz analoge Form 

bringen ififst. 

Die Functionen (p scheinen zu einer gröfseren Rolle bestimmt zu sein, 
als sich aus ihrer Beziehung zur hypergeometrischen Reihe vermuthen läfsl. 
Sie stehen nämlich mit den Integralen der JRiVca/tschen Gleichung in einem 
so genauen Zusammenhange, dafs man fast in allen Untersuchungen auf sie 
geführt wird, welche ein näheres Eingehen auf die Natur dieser Integrale 
erfordern. 

Berlin, im März 1860. 
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Zur Theorie der algebraischen Flachen. 

(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsrahe.) 



1. 

In jedem Punkt einer Oberfläche können anendlich viele gerade Linien 
dieselbe berfihren ; unter diesen giebt es bekanntlich im Allgemeinen nur zwei, 
fOr welche diese BerOhrung dreipunktig werden kann (Haupttangenten). Sind 
Xi^ Xi^ x^^ x^ die homogenen Coordinaten eines Punktes einer Oberfläche 
der n*^" Ordnung, deren Gleichung t# = ist, und ist 

so ist es ffir die fraglichen Richtungen noth wendig, dafs die ersten beiden 

Differentiale der Gleichung ti = verschwinden, d.h. dafs die Gleichungen 

besteben : 

(1 .) -Si/f dxi = 0, -2 ii/j dxi dXk = 0. 

Da ferner die Gröfsen ^i, X2^ x^^ x^ den Abständen des Punktes von irgend 
vier Ebenen proportional sein können, so kann man noch immer vier Con- 
stanten k bestimmen, so dafs 

^1 ^i "r ^2^2 "r '*3 •'^3 I ^*'^^ ^^^^ ^9 
also 

(2-) 2kidxi = 0. 

Die Gleichungen (1.)? (2.) bilden ein System von Differentialgleichun- 
gen, von welchen zwei Integrale bekannt sind; und welche, integrirt, solche 
Curven auf der Oberfläche angeben, deren Tangenten sämmtlich Haupttangenten 
der Oberfläche sind, und deren zwei durch jeden Punkt der Oberfläche hin- 
durchgehen (Curven der Haupttangenten). 

Unter den Punkten der Oberfläche sind diejenigen mit Recht hervor- 
gehoben worden, in. welchen beide Haupttangenten zusammenfallen. Diese 
Punkte liegen auf einer Curve 

(3.) J = 0, 
wo 

die ' Determinante der Oberfläche bedeutet; ohne dafs jedoch im Allgemeinen 
diese Curve die Curven der Hauptlangenten berflhrte. 

Journal für Mathemaük Bd. LVIII. Heft 2. 13 



Digitized by 



Google 



94 Cleb$ch, zur Theorie der algebraischen Flächen. 

Wenn man ferner Punkte der Oberfläche aufsucht, in welchen dieselbe 
insbesondere ausgezeichnete Tangenten zulfifst, so bietet sich augenblicklich 
eine grofse Mannigfaltigkeit von Aufgaben dar. Man kann der Vollständigkeit 
wegen bemerken, dafs jeder Punkt einer Oberfläche auch Beröhrungspunkt 
einer Doppeltangente werden kann. Dann giebt es gewisse Curven auf der 
Oberfläche, in denen eine gerade Linie 
ä. vierpunktig berühren kann, oder 

b. dreipunktig, doch so dafs dieselbe Tangente noch einmal an einem 
andern Punkte einfach berflhrt; 

c. umgekehrt, einfach, doch so dafs die Tangente Haupttangente eines 
andern Punktes wird; oder 

d. einfach berährt, zugleich aber in zwei andern Punkten ebenfalls einfach. 
Endlich giebt es gewisse einzelne Punkte der Oberfläche, in welchen 

eine Tangente 

a. fQnfpunktig berühren kann, 

ß. vierpunktig, zugleich aber an einer andern Stelle einfach, 

y. dreipunktig, noch aufserdem aber an einer andern Stelle ebenfalls 

dreipunktig, 
S. dreipunktig, doch so dafs dieselbe an zwei andern Stellen einfach 

berührt, 

e. einfach, doch so dafs dieselbe Tangente noch in drei andern Punkten 
einfach berflhrt, 

C. einfach, während dieselbe Tangente noch einmal einfach und einmal 

dreipunktig berflhrt, 
rj. , einfach, während dieselbe Tangente noch einmal vierpunktig berährt. 
Nimmt man hierzu die Aufgaben, welche aus der Forderung entstehen, 
dafs eine der Berührungen a, b, c, d zweimal in einem Punkte, oder zwei 
derselben in einem Punkte eintreten sollen, so erhält man weitere Punkt- 
systeme, welche sich als die Durchschnitte und die (nothwendig existirenden) 
Doppelpunkte der Curven a, b, c, d characterisiren« 

Alle diese Aufgaben kann man (ohne auf die einfachste Darstellung zu 
kommen) durch dasselbe Verfahren formuliren, welches in der Geometrie der 
Ebene bei der Bestimmung der Doppeltangenten einer Curve zur Anwendung 
kommt. Sind ji, ^29 X39 y^ die Coordinaten eines Punktes, welcher in der 
Ebene 

(4.) ^1X1+^/2+^3X3 + ^4X4 = 



Digitized by 



Google 



Clebsehj zur Theorie der algebraischen Flächen. 95 

liegt, und sind also ^;-f ^y, die Coordinaten eines Punktes in der Verbindungs- 
linie von X und y, so erhält man die Bedingung dafür, dafs dieser Punkt auf 
der Oberfläche liege, in der Form 

(5.) [ti] = u+^^Du + ^D^u+j^iyu... = 0, 
wo 

(6.) D">u-=:s^J^r.n.... 

In der Gleichung (5.) ist u immer =0, ferner, sobald die Verbindungslinie 
von X, y Tangente der Oberfläche sein soll, auch 

Du = 0; 
fernere Bedingungen aber, welchen diese Tangente in den oben gedachten 
Problemen unterworfen sein soll, geben Bedingungen zwischen den Coefficien- 
ten der Gleichung (5.)? welche sehr leicht aufzustellen sind, und somit Glei- 
chungen zur Bestimmung der x, y. Diese Gleichungen enthalten immer noch 
die beliebig eingeffthrten Constanten e, welche in der einfachsten Darstellung 
der Gleichungen nicht mehr vorkommen ddrfen; und eben diese Darstellung 
scheint mit grofsen Schwierigkeiten verbunden. 

Es soll im Folgenden die einfachste Frage behandelt werden, nämlich 
nach der Curve derjenigen Punkte, in welchen eine vierpunktige Berührung 
möglich ist. 

Dieses Problem hat schon vor längerer Zeit die Aufmerksamkeit der 
Geometer auf sich gezogen, namentlich in der speciellen Gestalt, unter welcher 
es bei den Oberflächen der dritten Ordnung auftrill. In jeder Oberfläche der 
dritten Ordnung zerfällt diese Curve in ein System von 27 Geraden, welches 
höchst merkwürdige Eigenschaften zeigt; man vergleiche die Aufsätze von 
Cayley, im 4*'"' Bande des Cambridge and Dublin mathematical Journal, p. 118; 
SalmoHy ebenda p. 252; Schläffli, Quarterly Journal, vol. 2, p. 55 und HO; 
vor Allem die an Resultaten fiberreiche Abhandlung von Steiner „Ober die 
Flächen dritten Grades'' (Bd. 53, p. 133 dieses Journals). Die erwähnte Ab- 
handlung von Saltnon gedenkt aber auch des allgemeinen Problems und zeigt, 
indem der oben angedeutete Weg verfolgt wird, dafs die Curve der vier- 
punktigen Beröhrungen durch Elimination der y aus den Gleichungen 

hervorgehen mfisse. Herr Salmon findet, dafs das Resultat dieser Elimination 

13* 
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eine Gleichung des lln — 24*^''" Grades in Bezug auf die Coordinaten sein 
mässe ; ohne aber die Darstellung dieser Gleichung selbst zu versuchen. Von 
eben diesen Gleichungen beginnend, habe ich die Darstellung der Eliminations- 
gieichung, befreit von jedem willkflrlichen Factor, ausgeführt ; und diese Dar- 
stellung, verbunden mit einigen allgemeinen Sätzen, welche aus der Form der 
resultirenden Function folgen, bilden den Inhalt der folgenden Betrachtungen. 

9. 

Wenn die Verbindungslinie von x und y im Funkte x die Oberflficbe 
vierpunktig beröhren soll, so mfissen nach (4.), (5.) gleichzeitig folgende 
Gleichungen bestehen: 

^1X1 + ^2X2 + ^3X3 + ^4X4 = 0, 
oder die gesuchten Punkte x liegen auf der Schnittcurve von ti = mit der- 
jenigen Oberflficbe, deren Gleichung durch die Elimination der y aus den vier 
Gleichungen 

! ^1X1 + ^2X2 + ^3X3 + ^4X4 = Ol 
Du =-2'tt,y,= 0, 
D'u = 2u:,y,y, = 0, 
D'u = 2unnyiyiyK = 
hervorgeht. Da von diesen Gleichungen aber, in Bezug auf die y, eine vom 
zweiten, die letzte vom dritten Grade ist, so macht die Ausffihrung der Eli- 
mination besondere Betrachtungen nothwendig. Man kann sich zu diesem Ende 
zunächst die y aus den ersten drei Gleichungen bestimmt denken; es seien 
dann yi, yi, ^3, yi und yi', yi', yj', yV die beiden Systeme von Lösungen, 
welche sich ergeben. Ffihrt man diese Werthe in die Gleichung 

Z^tf = F(y) = 
ein, und bildet dann das Product 

(8.) F(yO.F(/0 = 0, 
so ist dieses die verlangte Eliminationsgleichung in rationaler Form. 

Wenn man aber vorifiufig die Veränderlichkeit der x aufser Augen 
läfst, ,so stellen die ersten drei Gleichungen (7.) zwei Ebenen und eine Ober- 
fläche der zweiten Ordnung dar, und zwar so dafs eine der Ebenen (Du = 0) 
zugleich Berabrnngsebene der Oberfläche zweiter Ordnung ist. Dieselbe schnei- 
det also die Oberfläche DPu=^0 in zwei geraden Linien; oder, analytisch 
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aasgedrfickt, man kann immer (und zwar auf anendlich viele Arten) vier 
Gröfsen <i, ti^ U^ U so bestimmen, dafs der Aosdrack 

(9.) D'u^(t,y,^'i,y,i^f^y,^f,y,)Du 
in das Product zweier linearen Factoren 

(10.) (Piyi+ P2y2'\- Pzy,i-p4yA){qiyi + 92y2i-q3y3'\- v^y^) 
abergellt. Es ist sogar sebr leicht zu zeigen, dafs die t nur den folgenden 
beiden Bedingungen zu genOgen haben: 

/i^i + '2^2 + '3^3 + '43^4 = — 2(n— 1), 
^U,J,h = 0, 
wo die Uik die Unterdelerminanten von J bezeichnen. 

Man erhält sodann aber unmittelbar die Systeme der y, y" mit Hülfe 
der linearen Gleichungen: 

(11.) ):su,y=o, -si#ir;' = o, 

so dafs die y', y" selbst als die Coefficienten der a in den beiden Deter- 
minanten 

(12.) Ä = -2'+4iiC2tt3P4, R' ^JS+aiC^u^q^ 

betrachtet werden können. 

Nun kann man den Ausdruck IPu dargestellt betrachten durch die 
symbolische Form 

(öi/i + 02y2 + OiTs + «4r4)N 
sobald man nämlich den Coefficienten a die symbolische Bedeutung beilegt, 
dafs, nachdem der Ausdruck vollständig ausgerechnet worden, an die Stelle 
von üiüiQ^ der entsprechende Differentialquotient 

t/ — _i!!L_ 

gesetzt werden soll. Nimmt man diesen symbolischen Ausdruck an, so wird 
die Eliminationsgleichung (8.) von der Form: 

{2+ a, C2 fisP.Y . {-2- + *, C2 u, q,]' = 0, 

wo nach Ausffihrung der Rechnungsoperationen 

ZU setzen ist. Statt dieser Form betrachte ich den fflr die a, b symmetrischen 
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Ausdruck 

(13.) \2±a^c^u^p,.S±Kc^u^q^Y^{S±b,c^u^p^.S±a,c^thq^Y = 0, 
welcher darch die gedachten Sabstitutionen nur in das Doppelte des ersten 
Ausdrucks Obergeht. Ich werde nun diesen Ausdruck entwickeln, und zwar 
zunächst um die noch unbekannten Coefficienten p, q zu beseitigen. 

8. 

Es sei für den Augenblick 

iF = 2±a,C2U^p,.2±b,€2U^q^, 
(* = ^±aiC2U^q^.2 ±biC2ti^p4' 
Dann nimmt die Eliminationsgleichung (13.) die Form an: 

(15.) = F^ + *^ = (F+*)^ — 3F*(F+*). 

Die symmelrischen Ausdröcke F-^-^ und F<P sind nun leicht darzustellen. 
Die Factoren in F und ^ sind in Bezug auf die p, q linear, daher kann man 
den F, ^ die Formen geben: 

F = :SmiPi.2nj^qj^, 

* = ^HiPi.Smiqu, 

wo die Werthe der rn, n aus (14.) zu entnehmen sind. Hieraus folgt un- 
mittelbar 

j 4F* = S2m,m^{piq^'\-p^qi)22ninj,{piqj,-\^pi,qi), 

wo nur noch gewisse Verbindungen der p, q vorkommen, und zwar genau 
dieselben, welche durch Gleichsetzung der Ausdröcke (9.) und (10.) un- 
mittelbar sich bestimmen, indem 

wird. Bemerkt man noch, dafs nach der Definition der m, n offenbar 

JSHiUi = S±biC2UsUi = 0, 
so findet es sich, dafs die Gröfsen / aus (16.) ganz herausgehen, und dafs 

Ferner aber folgt aus der blofsen Betrachtung der m^ n, wie sie aus (14.) 
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hervorgehen, dafs man dem ersten dieser Ausdrflcke die Gestalt geben kann : 



•u 



*12 



•13 



«14 



(18.) i(F+*) = - 



II21 U22 tl23 tl24 02 C2 U2 

«31 «32 «33 «34 «3 ^3 «3 

«41 «42 «43 «44 ^4 ^4 «4 

*1 ftj *3 *4 

^1 C2 C3 -r* 
Hl Wa U^ II4 
während F^ in das Product zweier ähnlichen Ausdrflcke öbergeht, die man 
aus diesem erhält, wenn einmal statt der h die a, das andere Mal statt der 
a die b gesetzt werden. 

Da im Folgenden Determinanten dieser Art fortwährend in die Rechnung 
eingehen, so werde ich der Kürze halber jede Determinante dieser Art durch 

«11 «12 «13 «14 «1 ßi Yi 

«21 «22 



('»■) (:?;:;:) = 



«23 «24 «2 ßi Yl 

«31 «32 «33 «34 «3 ßz Yi 

«41 «« «43 «44 «4 /?4 ^4 

6, 64 

C3 ?« 



«1 «2 

^1 C2 



% »?4 



bezeichnen. Dann ist der Gleichung (18.) zufolge: 
und die Gleichung (15.) nimmt die Gestalt an: 

(2..) = G"::)[^a::D"-»G:x::)]- 

Die Aufgabe besieht nun zunächst darin, die e in einen dem ganzen Ausdruck 
gemeinsamen Factor abzusondern. Hierzu föhrt folgende Betrachtung: 

4. 

In Folge der identischen Gleichung 

«£ = ;j— f{«.l^l + «£2^2+«a«?3 + «'»^4} 
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kann man in den Determinanten des Ausdrucks (21.) die Reihen «i, 1/29 V39 ^a 
mit Hälfe der flbrigen Reihen vernichten, und es treten dann zugleich an die 
SteHe der Nullen, welche froher mit den tii, «2, 1I3, u« in gleicher Reihe 
gestanden, die Ausdrflcke: 

la = «lO^i-f a2a?2 + fl3Jf'3 + Ö4X4, 

(22.) /* = *i^i + *2a?2 + *3^3+*4J^4, 

|r = CyX^-\' C2X2-\' c^x^'\- c^x^. 
Auf diese Weise erhält man sogleich die folgenden Transformationen: 

(23.) k::)= -öT^i^'O-Mn+^-OJ, 
'c::)=-s^kO-K)+*'C)i- 

Da ich zunächst die symbolischen Substitutionen nur bei den a ausfuhren will, 
so vereinfache ich diese Ausdrflcke, indem ich setze: 

di = cbi — hci, 
so dafs also 

(24.) rf = rfiXi-f rf2a?2 + rfjJ?3 + rf4^4 = 0, 
und hierdurch nehmen der erste und der letzte der Ausdrflcke (23.) die ein- 
fachere Gestalt an: 

\bcJ ^ ~(;r-=T?rCrf)~KJp \bcJ "^ ~(n—iAd)' 

und es gehl dann die Gleichung (21.) ober in: 

(25.) 0= \'0-a0M'0-O)'-<)V0-^0^<ü- 
Diese Form ist für die Ausrechnung sehr bequem; Nach Ausfahrung der 
symbolischen Substitutionen ist nämlich oiFenbar 

a' = ii.» — l.fi — 2.11 = 0, 

I '''CO = -^üij,Ui^Cj,x^x^ = -{n^2)2üani,c^x^ = -{n-2)J.c, 
(26.) l ebenso 

"C")(3)=-('-»)^G)- 
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Wendet man diese Ausdrücke auf (25.) an, so kommt: 

((«©-''G)!'=«'G)'+s(»-«)^<J)(S-s«*('-a)^©', 

i = «'(J)C)+<«'(«-»)^C)-("-ä)''<'<D- 

Setzt man dies in die Gleichung (25.) ein und berOcksicbtigt die Gleicliun- 
gen (24.), so scheidet sich der Factor ^ aus, und es bleibt 

(28.) = (;)[4(J)-S0(i)]- 
Man bemerkt, dafs von dem Ausdruck (25.) nur der Coefficient der höchsten 
Potenz von c flbriggeblieben ist. 

Föhrt man jetzt, um diese Form weiter zu vereinfachen, für die d 
ihre Werthe aus (24.) ein, so hat man 

(29.) = «J)-»(0)[*KJ)-»O)"-»(:KHK5)+»XD!]- 

Dies ist wiederum dieselbe Form wie (25,), nur dafs die b an die Stelle der 
a, die a an die Stelle der d getreten sind. Die Gleichungen (27.) geben 
also, hierauf angewandt: 

OI<J)-»C)!Kt)-«"C)+»'C)l 
= [''C)(')+ ^«"c -«)^C) - («-2)^""C)]0- 

In beiden Ausdrücken können endlich die letzten Glieder mit Hflife von (26.) 
nochmals reducirt werden auf 

3{n-2fJ'cQ und 4(n-2fJ'cQ' 

Führt man die so transformirten Ausdröcke in (29.) ein, so scheidet sich 
abermals ein Factor c^ aus, und es bleibt die verlangte Gleichung zurflck, 
befreit von jedem Qberflüssigen Factor: 

Um nun mit Bequemlichkeit diesen Ausdruck in die gewöhnlichen Zeichen 
Qberzufabren, bemerke ich noch, dafs nach einem bekannten, von Herrn Hesse 

Journal fQr MathemaUk Bd. LVIII. Heft 2. 14 
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oft angewandten Determinantensatze: 

^(Ä=oa)-a)' 

Hierdurch kann man der Gleichung (30.) die Gestalt geben: 

(310 = OOa)-Mt)GJ)- 

Ich fähre jetzt die beiden Covarianten ein: 

(32.) wwv / 

wodurch die gesuchte Oberfläche in 

(330 F= — AJT = 

übergeht. Die Form wird, wenn man für die (^ etc. ihre Werthe ein- 
setzt: 

und wenn man noch durch Jp den Differentialquotienten 

bezeichnet, erhält man die sehr einfache Gestalt: 

(35.) = ^U^^J^J^. 

Diese Form ist vom (lln — 24)"*"" Grade. 

Die Function T scheint im Allgemeinen keiner so einfachen Gestallung 
fähig. Bezeichnet man den zweiten Differentialquotienten von J nach den 
Elementen Uik, u^n (wobei ti» von tii; unterschieden werden mufs) durch ün^^rt, 
so erhält man unmittelbar 

(36.) T = :str^,tr,,,„„ii,,pii„,^, . 

ein Ausdruck, welcher vom Grade 5(ii— 2)-f 2(ii— 3)=7ii— 16 ist. Für Ober- 
flächen dritter Ordnung insbesondere, wo u^p, u^^^ constante Zahlen sind, 

ist hiernach 

(37.) T = 2U,,J,,, 

wenn Jpg den zweiten Differentialquotienten ^ — ^ — bezeichnet. 

Man kann also jetzt den Satz aussprechen: 

Die Berührungspunkte der vierpunktig berührenden Tangenten 
liegen au f der Schnittcurve von u mit einer Oberfläche der (llit— 24)''^" 
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Ordnung, deren Gleichung durch 

F= e — 4JT = 
ausgedrückt ist. 

Es ist schon oben erwShnt, dafs die Schnittcurve von F und u noth- 
wendig Doppelponiite besitzt ; solche Punkte nämlich, in welchen beide Haupt- 
tangenten vierpunktig berühren. Indefs scheint es sehr schwierig, diese 
Punkte genau zu bestimmen, oder auch nur die Zahl derselben anzugeben. 
Man kann indefs leicht unendlich viele Oberflächen angeben, welche die Eigen- 
schaft haben, durch diese Punkte hindurchzugehen. Erinnert man sich der 
Gleichung (8.), so ist es offenbar fOr diese Punkte nothwendig, daCs zugleich 
F{y') = und i^(y")==0, oder dafs in der symbolischen Ausdrucksweise 
nach (12.) R^ und R'^ gleichzeitig verschwinden. Wendet man dies auf die 
Gleichung (13.) und die daraus folgenden an, so zeigt es sich, dafs der Aus^ 
druck (13.) etc. schon verschwinden mufs, sobald nur für die a die sym-- 
bolische Substitution geschieht^ während fOr die b irgend eine andere 
symbolische Substitution 

ausgefahrt werden kann, wo die b^^ irgend welche Werthe bezeichnen. Wenn 
man daher die Gleichung (28.) in dieser Weise betrachtet, so kann man die- 
selbe als Gleichung eines Oberflfichensystems ansehen, welches noch die will- 
kflrlichen Constanten b, c enthält. Diese Oberflächen sind dann vom (lOit— 18)**'' 
Grade. Man kann also unendlich viele Oberflächen des (lOn— 18^"" Grades 
angeben, welche durch die Doppelpunkte der Schnittcurve von F und u 
hindurchgehen. 

Sehr bemerkenswerth ist der Zusammenhang der Oberfläche F^=0 
tnit der Oberfläche ^/=:0. Man erkennt nämlich leicht, dafs die Ober^ 
flächen F=0 und J = sich in einer Curve berühren. 

Die Gleichung jP=0 redncirt sich fär ihren Schnitt mit J=^0 auf 

Erinnert man sich nun einer bekannten Formel, so kann man die fol- 
gende identische Gleichung bilden, in welcher «i, o,, 03, a« beliebige, etwa 
constaate Gröfsen bezeichnen mögen: 

14* 
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«U «II «U «14 A «1 

«m" «M «!0 «J« .^l «l 

«Jl «n «33 «M A «3 

«41 «« «43 «44 ^* «4 

Jl Jt Ji Jt 

«1 Oj Oj a« 



»11 »n "u "14 



Ol 



«M «M «ö «M «1 

«31 «32 «33 «34 «3 

«41 «42 «43 «44 «4 

Ol Oj ttj 04 



«11 «12 «13 «14 «1 ' 
«21 «22 «23 «24 «2 
«31 «32 «33 «H «3 



« 



4t 



»43 «44 «4 



Jl Ji Jy Jt 



«11 «12 «13 «14 ^1 
«21 «22 «23 «24 ^2 
= t»„ t»32 «a «„ ^, 

«41 «42 «43 «44 ^4 

Jl J^ Ji J^ 

oder nach der oben eingeffibrten Bezeichnung: 
Nun ist 

durch den Schnitt von J and geht also auch die Oberfläche ( ^ , welche 
zwei unendlich nahe Schnittcurven oder eine Berflhrungscurve durch das 
Quadrat andeutet. Da nun f^\=zO eine Oberfläche des (7ii— 15)'*" Grades 

darstellt, so hat man den Satz: 

Die Oberfläche jP=0 wird von der Oberfläche ^=0 in einer Curve 
berührt, durch welche sich unendlich viele Oberflächen des (7fi — IS)''" 
Grades hindurchlegen lassen. 
Die Schnittpunkte dieser Curve mit der Oberfläche fi = sind in vieler Hin- 
sicht bemerkenswerth. Sie sind einerseits diejenigen Punkte der Curve 1^=0, 
11 = 0, in welchen beide Haupttangenten zusammenfallen, weil diese Eigen- 
schaft allen Punkten der Curve ^ = 0, fis=0 zukommt; andrerseits aber 
sind sie die einzigen Punkte, in welchen die Curve der Wendepunkte 
(^/ = 09 tf = 0) eine Curve der Haupttangenten berühren kann. Sucht 
man nämlich diese Punkte auf, so müssen in denselben die Gleichungen (1.)) 
(2.) far die Richtung der Haupttangenten zusammen mit 

dJ = Jidxi'{-J2dx2'\' ^iida:^'}' ^idxi s= 

bestehen. Eiiminirt man nun aus diesen Gleichungen die Verhältnisse der dx. 
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so erhalt man 

Wu «12 «13 «14 ^1 «i *i 
«21 «22 «23 «24 ^2 «2 ^ 
«31 «32 «33 «34 ^3 «3 *3 
= tl« II« n^ II44 z/4 «4 *4 
^/l ^2^/3^/4000 
tf^ tl2 «3 «4 

Xti A2 A:3 A:« 
Reducirt man aber diese Determinante mit Hälfe der Gleichung 

(11— 1)11; = iiaari + «ä^2 + «a^3 4-«'M^4 
und bemerkt, dafs ^/ = 0, so erhält man unmittelbar 

so dafs die Schnittpunkte von ^/ = 0, 0^0, ti = wirklich allein die ge- 
dachte Eigenschaft haben. 

Der oben ausgesprochene Satz giebt nun aber, angewandt auf die 
Gurven, welche sich auf der Oberfläche ti = darstellen, den Satz: 

Die Curve der Wendepunkte berührt die Curve der Berührnnys-- 
punkte vierpunktiyer Tangenten überall, wo sie derselben begegnet; und 
zwar geschieht dies in 2ii(n — 2)(llfi — 24) verschiedenen Punkten. 

Die angebene Zahl folgt daraus, dafs die Oberflächen tf = 0, = 0, 
F=0 sich nothwendig in fi.4(ii— 2).(llii— 24) Punkten treffen, also in halb 
so viel Punkten sich berOhren nritssen. 

Ferner aber: 

Durch diese Punkte lassen sich unendlich viele Ober/lachen fj 
der (7fi— 15)''" Ordnung hindurchlegen. Diese schneiden die Curve der 
Wendepunkte noch in 

4fi(ii-2)(7n— 15) — 2»(ii — 2)(llfi — 24) = 6»(ii-2)^ 
und die Curve der vierpunktigen Berührungen in 

n(7»— 15)(llii-24)-2ii(n-2)(llii-.24) = n(5ii-ll)(llii-24) 
andern Punkten. In diesen Punktsgstemen wird Jede der beiden Curven 
durch andere Curven berührt, welche sie aufserdem nicht mehr schneiden, 
nämlich 

die Curve der Wendepunkte durch den Schnitt von ti = mit der 
Oberfläche 3(»-2)''- Grades (J) = 0, 
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die Curve der vierpunktigen Berührungen durch den Schnitt van 
u = mit der Ober/lache des (lOn— 22)*'- Grades (J^) = 0. 

Als Corollar ergiebt sich, da jede etwa in der OberflScbe fi = ent- 
haltene Gerade nothwendig zugleich der OberflSche F=0 angehört, und mit 
der Oberfläche J = 4(ii— 2) Punkte gemein hat, der merkwürdige Satz: 

Wenn eine Oberfläche eine gerade Linie enthält ^ so ist dieselbe 
2 (n — 2) fache Tangente der Curve der Wendepunkte. 

Hieraus geht sodann der folgende Satz unmittelbar hervor: 

Eine Oberfläche n*''^ Ordnung kann im Mlgemeinen nicht mehr als 
/i(lln— 24) gerade Linien enthalten, da die Anzahl der Berührungspunkte 
aller Geraden mit der Wendepunktscurve im Allgemeinen nicht gröfser sein 
kann als 2ii(n— 2)(lln-24). 

•»• 

Eine andre Art von merkwürdigen Punkten der Curve F=0^ u=0 
bilden diejenigen, in welchen eine fünfpunktige Berührung möglich ist. Für 
diese Punkte mufs aufser den Coefficienten u, Du, IPu, D^u in der Glei- 
chung (5.) auch noch D^u verschwinden, d. h. aufser den Gleichungen (7.) 
mufs noch diese bestehen: 

D*u = 2:Ui^f,„yiyf,yf,y^ = 0. 

Man kann alsdann eine Oberfläche suchen, welche sich mit 1^=0, 
tic=:0 in diesen Punkten durchschneidet ; und zwar indem man genau wie 
oben in §. 2 verführt, nur dafs man an die Stelle von D^u die Function JD^u 
treten läfst, und sie in der symbolischen Form 

z>*ii = («1X1-1-02X2+ «3X3+04x0* = (*iyi+*2y2+*3r3+*4r4)* 

darstellt. Durch eine Rechnung, welche der oben durchgeführten ganz analog 
ist, gelangt man dann leicht dazu, aus der entstehenden Gleichung den Factor 
c^ abzusondern; und das Resultat ist: 

= 4«a)-«axJx?)'+a)"(")'] 

-H^O'(:d-<tmo-*(XX':s+oxx)] 
-««"«»[-«©•cxD-Kjyo+^D'aö+KO'axD+arxJxa- 
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In dieser Gleichung bezeichnet, wie oben, (j\ den Ausdruck 

und ähnlich die äbrigen Gröfsen; nachdem diese Werlhe eingeführt worden, 
hat man wieder die symbolischen Substitutionen 

vorzunehmen, und gelangt dann zu der endlichen Darstellung, welche daraus 
ohne Weiteres hinzuschreiben ist. Diese Gleichung ist vom 14ii— SO'**"" Grade; 
und es scheint nicht möglich, den Grad der Gleichung noch weiter zu er- 
niedrigen, um die willkürlichen Constanten c vollends zu beseitigen. Es dürfte 
daher auch unmöglich sein, die fraglichen Punkte als vollständige Schnitt- 
punktensysteme dreier Oberflächen darzustellen. 

8. 

Für die Oberflächen der dritten Ordnung erhält man aus den obigen 
Sätzen einige bekannte Resultate. Da jede gerade Linie, welche mit der 
Oberfläche dritter Ordnung vier Punkte gemein hat, nothwendig ganz in der- 
selben liegt, so mufs die Curve der vierpunktigen Berührungen nothwendig in 
gerade Linien zerfallen. Und da F hier vom neunten Grade wird, so ist die 
Anzahl der entstehenden Linien 27. Die Oberfläche F=0 kann in Bezug 
auf dieses Problem genau ebenso verwandt werden wie die Oberfläche A=0, 
welche Herr Schläffli zu diesem Zwecke betrachtet hat, und welche, im All- 
gemeinen von viel höherem Grade, die aus doppelt berührenden Ebenen ge- 
bildete abwickelbare Fläche darstellt, für die Oberflächen dritter Ordnung aber 
gleichfalls durch jene 27 Geraden hindurchgeht. 

Die Punkte, in welchen diese geraden Linien die Curve der Wende- 
punkte berühren, und deren Anzahl nach §.6 2ii(ii— 2Xllii— 24) = 54 ist, 
hat Herr Steiner Asymptotenpunkte genannt, und viele merkwürdige Eigen- 
schaften derselben entwickelt. 

Ich bemerke hier nur noch ein Resultat, welches von analytischem 
Interesse sein kann. Bezeichnet man die Oberfläche F, insofern sie einer 
Oberfläche u entspricht, durch F{u\ und sind a, b zwei Functionen, welche 
den Ausdruck 

flii+ftF(fi) 

homogen machen, so stellt dies, gleich Null gesetzt, eine Oberfläche dar, welche 
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darch die 27 Geraden von u hindurchgebt. Bildet man jetzt die Gleichnng 

F(aii-f ftF(u)) = 0, 

so mufs die hierdurch dargestellte Oberfläche nothwendig ebenfalls durch jene 
Geraden hindurchgehen, d. h. es mufs identisch 

F(ßu^bF{uy) = au^ßF{u) 

sein, wo a, ß zwei von a, b abhängige Functionen bezeichnen, ein Satz, 
welcher mit dem Fundamentaltheorem in der Theorie der Curven dritter Ord- 
nung eine merkwördige Analogie zeigt. 

Carlsruhe, den 11'*^" März 1860. 
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lieber eine Transformation der homogenen Functio- 
nen dritter Ordnung mit vier Veränderlichen. 

(Von Herrn A, Clebsch zu Carlsruhe.) 



Jtlerr Steiner bat im 53"*'"' Bande dieses Journals, p. 139 eine Reihe 
von Sätzen angegeben, welche sich auf die von ihm Kernfläche der Oberfläche 
dritter Ordnung genannte Fläche beziehen. Diese Kernfläcbe ist, wie man 
leicht erkennt, nichts Anderes als die Hessesche Determinante; und unter 
diesem Gesichtspunkt zeigt es sich, dafs die gedachten Sätze der Ausdruck 
ffir dje algebraische Transformation einer homogenen Function dritter Ordnung 
mit vier Veränderlichen in die Summe von fünf Guben ist, wobei dann zu- 
gleich die Determinante eine Qberraschend einfache Gestalt gewinnt, und die 
angeführten Sätze von selbst sich ergeben. Wenn man ferner bemerkt, wie 
aus den Steinerschen Sätzen sich ergiebt, dafs jene Transformation nur auf 
eine einzige Weise geleistet werden kann, und dieselbe also nur auf eine 
Gleichung des fünften Grades zurflckfObren kann, so erhellt sogleich die innere 
Wichtigkeit dieses Transformationsproblems, auch gegenöber den schönen 
vielfach angestellten Betrachtungen über die geraden Linien auf der Oberfläche 
dritter Ordnung, deren entsprechende Transformation auf vielfache Weise 
geleistet werden kann, und von einer Gleichung des 27'*^'' Grades abhängt. 
Ich werde zunächst den analytischen Weg angeben, der zu den Steinerschen 
Sätzen führen kann, und sodann die Bildung der Gleichung fünften Grades 
angeben, welche zugleich über die Invarianten der betrachteten Functionen 
einige merkwürdige Andeutungen giebt. 

1. 

Es sei 11 = die Gleichung einer Oberfläche dritter Ordnung, auf 
homogene Coordinaten bezogen. Sodann seien eben diese Goordinaten für 
einen Punkt der Oberfläche Xi, Xj, 0:3, jr«, für einen beliebigen andern Punkt 
yi) Xi^ Yz^ y\' Legt man von dem Punkte y aus einen Berflhrungskegel an 
u, so ist die Bedingung dafür, dafs x auf der Berührungscurve liege, bekanntlich 

(1,) 2u,y, = 0, 

Journal für Mathematik Bd.LVIII. Heft 2. 15 
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durch die Indices von u immer Dififerentialquotienten nacii den entsprechenden 
X bezeichnet. Die Gleichung (1.) stellt aber in Bezog auf x Oberhaupt eine 
OberflScfae zweiter Ordnung dar, die erste Polare des Punktes y. Damit 
diese Oberfliche ein Kegel sei, mössen die Differentialquotienten des Aus- 
drucks (1.) nach den x gleichzeitig verschwinden können, so dafs 

iwiiyi+«i2>v+wi3r3+tti4r4 = o, 
^21X1+^22X2 + «23X3 + "24X4 = 0, 
«31X1+ «32X2+ W33y3+Wa4y4 = 0, 
W4lXl+«42X2+««43Xs+W44X4 = 0. 

Hierin bezeichnen dann die x die Coordinaten des Scheitels fär diesen Kegel. 
Da man aber offenbar in den Gleichungen (2.) die x ^^^ den ^ vertauschen 
kann, ohne dafs die Gleichungen sich ändern, so zeigt sich, dafs umgekehrt 
die erste Polare von x wieder ein Kegel sein mufs, dessen Scheitel in x 
liegt. Dieser Eigenschaft wegen hat Herr Steiner derartige Punkte y, x 
reciproke Pole genannt 

Aus (2.) folgt aber ohne Weiteres 

(3.) J = 2±UiiUnU^^u^ = 0; 

der Ort der reciproken Pole ist daher die Hessesche Determinante, von Herrn 
Steiner Kernfläche genannt. 

Bezeichnet man ferner durch üik die Unterdeterminanten von J^ durch 
^i) ^) ^39 <^4 beliebige Gröfsen, so kann man die Auflösungen der Gleichun- 
gen (2.) in folgender Gestalt darstellen: 

!Xl = «1 '^11+ «2 f^l2+ 03^^13 + «4^714, 

X2 = «1^21 + «2 1722+ «3*^23+ «4 17,4, 

y, = «il7'j,-|-a,t/jj-|-ajl7j,-|-04r„, 

Xt = a^ütt-f «,l7«-fa,l74,-|-a4f/„. 

Diese Gleicbongen begrflnden einen merkwflrdigen Satz, welcher, wie ich 
gianbe, nen ist. Man erhält nämlich daraus anmittelbar die Gleichung 

Wegen der Gleichung J = ist aber 

und daher ist obiger Ausdruck auch gleich 

S„ Sp o, Op ü„p . ^iS^S^ S^ Unk «« Ui„ Uu, . 
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Bezeichnet man endlich noch durch Ji den DiiTerentialquotienten Yon J nach 
üCi, so ist noch 

und demnach stellt sich die obige Gleichung in der folgenden Form dar: 

Betrachtet man jetzt den besondern Fall, wo die linke Seife verschwindet, 
also wo y in der Oberfläche ?«=0 liegt, so mufs auch die rechte Seite ver- 
schwinden. Der erste Factor rechts aber, welcher gleich 

ist, kann oiFenbar immer durch passende Wahl der a so eingerichtet werden, 

dafs er nicht verschwindet. Daher bleibt nur der zweite Factor Obrig, und 

es mufs also 

2iS^a^J,ü^i = 

sein. Ich habe in der vorangehenden Abhandlung bewiesen, dafs dies die 

Gleichung einer Oberfläche ist, welche durch die Berahrungscurve von J=zO 

und F=0 hindurchgeht, durch F=0 die im gedachten Aufsatz entwickelte 

Oberflache bezeichnet, welche ti = in den Orten der vierpunktigen BerQh- 

rung schneidet. Man hat daher das Theorem: 

Wenn von den reeiproken Polen der eine in der Wendecurve 
(^t=0, ti=sO) liegt , so liegt der andre mff der BerüAntngseurpe von 
J=iO mit i/^t=:0; und nmgekehrt. 

Die Beziehnng dieser beiden Curven, dafs sie einander berühren, wo 
sie sich treffen, habe ich a. a. 0. bereits entwickelt. Hier zeigt sich ein 
neuer Znsammenhang; und den obigen Beweis und Satz kann man ohne 
Weiteres auch fflr algebraische Flächen beliebiger Ordnung folgenderraafsei 
ausdröcken : 

Wenn die erste Polare ein Kegel werden soll, so mufs die Spitze 
desselben auf der Determinantenfläche liegen, der Pol aber auf emer 
andern Fläche, welche darch Elimination der x aus den Gleichungen (2.) 
erhalten wird. Liegt sodann der Pol insbesondere auch auf der Fläche 
ti = 0, so liegt die Spitze des Polarkegels in der Berührungscurve ton 
J = 0, F=0. 

In Bezug auf die Oberflächen dritter Ordnung aber folgt ferner, dafs, 
wenn ein Pol im Schnitt von ti==0, J=^0^ jP==0 liegt, ako einer der 
54 Berührungspunkte der Curven m = 0, ^/ = 0, und w = 0, F=0 wird, 
nothwendig der reciproke Pol ebenfalls einer jener 54 Punkte sein mufs; oder, 

15* 
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nach dem von Herrn Stemer dngefflhrten Ansdnick, dab die Asymplolen- 
punkte paarweise reciproke Pole sind ; ein Satx, welcbeii Herr Sieiner a. a. 0. 
gegeben hat, nnd auf welchen ich weiter nnten Gdegenheit haben werde sn- 
rflcksukommen. . 

Sodann aber sind diejenigen reciproken Pole Yorzngsweise von Be- 
deutung, für welche die Ausdrucke der y in (4.) unbestioinit werden. Die 
Gleichungen 

können nimlich simmtlich mit einander bestehen, indem, wie Herr Stemer 
angiebt, xehn solche Pole existiren, deren reciproke Pole sich in zehn gerade 
Linien ausbreiten. Auf diesen Umstand besiehen sich die folgenden Trans- 
formationen. 



Bezeidinet man durch attA = iai,u den Coefficienten von XiXiXi, in 
u, so kann man immer u iu der Form darstellen: 

(5.) II = SSJSaaKXiX.x^ = JJ + J|+^+.U+^, 
wo die linearen Ausdrücke 

(6.) Ai = aii«i + a„Xi4-a3,.x,-f «tfX4 
in geeigneter Weise xu bestimmen sind. In der That ist xur Ausfilhnuig 
dieser Bestimmung die gehörige Zahl von wiUkOrlichen Constanten a vorhan«- 
den. Ich werde suntchst seigen, dafs die Transformation nur auf eine einzige 
Weise geschehen kann. Zu diesem Ende mufs ich die Determinante nnd die 
Unterdeterminanten derselben fBr die transformirte Function u bilden. Um 
die Bildung tu erleichtem, mag folgendes Lemma vonusgeschickt werden: 
Sind «1, «2,... z^^i ämeare F^metkmem rem Xi, x,, ... x.j so infe 

«Ulf ioi äemnaek Uemtisck 

«o ist mmck UetUieck, wetm A= hSL ^ ya = p p feetizt wird: 
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wo die k die n-f-l Determinanten bezeichnen, welche aus den n-f 1 Coef-- 

ficientenreihen a zueammengesetzt werden können, und welche die Glei'^ 

ehung erfüllen 

(8.) Äiar^ + Ä^arj-f ... + Ä,+i«,+j = 0. 

Die Gleichung (7.) ist leicht eiozaseheo, denn es ist offenbar 



<Pik 



:S2f^ 



x^kn 



(8-0 ^ = 



W« Uli Ua Wi4 




• 


«11 «»«»«24 
ttjl «32 «» «M 




-6*. 


«41 «42 «43 «4t 







Nach einem bekannten Satz ist also die Determinante der (pn gleich 

wo die F^^ die Unterdeterminanten des Systems der /),, darstellen. Diese 
Form ist aber nar eine andere Schreibart fflr die linke Seite der Gleichung (7.). 
Dies voraasgeschickt, ist angenblicklich 

Äi kl 
Jj ki 
J, Ar, 

^ *4 ' 
A, k. 

Hl Äj A3 A4 Ä5 U 

wenn man die A an die Stelle der z treten Ififst, und daher die identische 
Gleichung festsetzt 

«U CC2I ^31 ^Al Ai 

«12 «22 «32 «42 -^2 

(9.) = *|Ji+&2J2 + *3i<3-j-*4-ä44-*6i<6= «13 «23 «M «« ^ 

«14 «24 «34 «44 -^4 

«16 «26 «36 «46 ^6 

Die obige Form zeigt aber dann leicht die ausgerechnete Gestalt: 

(10.) ^ = *5J,J3^4^6 + *^^3^4^6^1 + *|J4^6^1^ + -- 

Um auf gleiche Weise die Unterdeterminanten von J zu bilden, betrachte ich 

die Function 

w + i(Äa?i + Ä^2 + Ä^3 + Äa?4). 
Die Determinante dieser Function in Bezug auf o^i, ^2, ar,, X4^ X ist 

Uli tll2 tfl3 Wl4 ßl 



Un U22 Un U24 ßl 
Un Un U3S U^ ßs 

U^ Il42 t«43 1^44 ß* 

ßl A Ä ß* 



= -S2Ui,ßiß,, 
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so findet sich 



(11.) JSSUaßißn = 6' 



80 dafs also die Coefficienten der ßißh <ii^ Unterdeterminanten angeben. 
Betrachte ich jetzt in dem Lemma als die beiden Reihen von Veränderlichen 
die Gröfsen 

Xi^ ^2 9 ^3 9 ^4 9 ^ lind Ai^ Ä'i^ • . • Aj 

il, Äi yi 

^«2 Äj ^2 

J3 AP3 ^3 
J4 ^4 y4 

ils Ars 76 
Äi Ä2 A3 A4 A-s 

Yi ya ^'a ^^4 n 
darch yi^ y^^ ... irgend ein System von Constanten bezeichnet, welches der 
Gleichung 

(12.) /3xa:x + /92^2+- = yi^i + ;'2^2 + - 
identisch Genüge leistet. Dieses System ist nicht ganz bestimmt; die Unter- 
schiede verschiedener Systeme sind aber den k proportional, was bei der 
Form der rechten Seite von (11.) ohne Einflors bleibt. Da ferner die ß 
ganz beliebige Gröfsen bezeichneten, so kann anch ein solches System der y 
ganz beliebig gewählt werden. 

Die Ausfahrong der Determinante (11.) liefert dann die Form: 
(13.) 22ü,,ß,ß, = 6'(r,k,-r2/c,yA,A,A,^..., 

wo nur ein Ausdruck als Repräsentant von zehn ähnlichen Ausdrflcken hin- 
geschrieben ist 

Diese Form zusammen mit (10.) zeigt nun aber, 

1. dafs die zehn Schnittlinien der Ebenen 

Ji = 0, i<2 = 0, ... ^5 = 

ganz in der Fläche J ^=0 liegen^ da hei dem Verschwinden ron 
Je zweien derselben auch J verschwindet, 

2. dafs für die zehn Schnittpunkte Je dreier dieeer Ebenen meht 
blos J, sondern auch sämmtliche Unlerdeterminanten verschwin^ 
den, da der Ausdruck (13.) dann identisch zu Null wird. 

Endlich folgt aber auch, dafs eben dies für keine andern Ebenen mög- 
lich ist. Denn da in (13.) die Coefficienten aller Prodocte zweier / ver- 
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schwinden müssen, so sieht man, dafs nothwendig die zehn Frodncte 

gleichzeitig für die betreffenden Pnnkte gleich Null sein müssen; was wieder 
nur möglich ist, wenn drei der A gleichzeitig verschwinden. Es giebt also 
wirklich nur fünf Ebenen A, welchen die Eigenschaft zukommt, dafs ihre 
Schnittlinien ganz in J liegen, und dafs ihre Schnittpunkte auch die Unter- 
determinantea zu Null machen. Hierdurch ist einerseits bewiesen, dafs die 
obige Transformalion nur auf eine Weise geleistet werden kann. Andrerseits 
aber enthalt das Obige den analytischen Beweis für die Steinerschen Sfltze 
über das Pentaeder der Ebenen A. Die Schnittpunkte der Ebenen sind solche 
Pole, deren reciproke sich in gerade Linien auflösen; sie sind zugleich Knoten- 
punkte von J, weil aufser J auch 
die Ji, als lineare Functionen der ,,, 

Un, verschwinden. Durch jeden Pol 
gehen drei der entsprechenden Ge- 
raden; auf jeder Geraden liegen drei 
der entsprechenden Pole. Diese Yer- 
hfiltnisse werden in der beistehenden 
Figur anschaulich, in welcher die fünf 
Ebenen durch die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 
ihre Schnittpunkte durch 123, etc. be- 
zeichnet, und nur diejenigen zehn 
Linien gezogen sind, welche der 
Oberflflche J angehören. 

Man kann diesen Betrachtungen andre hinzufügen, welche mit den Co- 
varianten von u in Zusammenhang stehen. Von diesen habe ich an&er J 
zwei andere betrachtet, welche durch die Gleichungen 

gegeben sind; und aus denen sich die Function 

(15.) F = 0-iJT 

zusammensetzt, welche gleich Nnll gesetzt, durch ihren Schnitt mit ti = 
die Orte der vierpunktigen Berührungen liefert. Diese beiden Covarianten 
sollen nunmehr gebildet werden* Zunächst entsteht 0, wenn man in (13.) 
die ßi durch die Ji ersetzt; oder, was dasselbe ist, wenn man für die /; die 
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Differentialqaotienten 

einfahrt. Dadarcb erhält man fOr die Form: 

(170 6 = 6^(ÄxV,-Ä,V,)^ii3J,i<, + ..., 
wo nur ein Term statt zehn ähnlicher hingeschrieben ist; und wo 

(18.) V, = %\k\A,A,A,-\-k\A,A,A^^kU,A^A,^k\A,A,A,), 

n. s. w. 
Der Ausdruck von T findet sich leicht, wenn man bemerkt, dafs T der Coef- 
ficient von l in der Determinante von u-^-XJ ist. Bezeichnet man daher 
durch V;t den Ausdruck 

wo dann 

(19.) Vn = V«... = 0, V,^ = 6'{klA,A, + klAsA,^klAjA,), u. 3.W.; 
so erhält man aus (8^) sehr leicht die Gestalt: 

(20.) T = -6^2(^,Ja^Ar,Ar,V45 + •••), 
wo ein Term als Repräsentant von zehn verschiedenen hingeschrieben ist. 

Betrachtet man jetzt einen Punkt, der von dem Schnittpunkt der Ebenen 
Ai = 0, A2 = 0^ J3 = unendlich wenig entfernt ist, so dafs die AusdrOcke 
Ai^ Ai^ Aj unendlich klein von der ersten Ordnung werden. Dann wird 
auch T unendlich klein von der ersten Ordnung, J von der zweiten und 
von der dritten. Die Oberfläche T=0 geht daher einfach durch den be- 
trachteten Punkt, indem, beiläufig bemerkt, ihre Tangentenebene durch den 
Schnitt von A^ und Al geht; die Oberfläche ^ = hat in eben diesem Punkte 
einen Knotenpunkt, welcher sich einem Kegel der zweiten Ordnung anschliefst; 
die Oberflächen = und F=0 aber haben, indem sie durch denselben 
Punkt gehen, Knotenpunkte, welche sich Kegeln der dritten Ordnung an- 
schliefsen. Man kann also den Satz aussprechen: 

In den zehn Ecken des Pentaeders schneiden sich die Oberflächen 
r=0, z/i=0, 0=0, jP=0; und zwar sind diese Ecken ßr J Knoten- 
punkte, wo sich die Oberfläche einem Kegel der zweiten Ordnung, für 
und F aber solche, wo sich diese Flächen Kegeln der dritten Ordnung 
anschliefsen. 

Da ferner, wie ich gezeigt habe, die Oberflächen F=0, J=0 oder 
6=0, J=0 sich längs einer Curve beröhren, so folgt, dafs in eben diesen 
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zehn Punkten der Berührungskegel von J jeden der Berührungskegel 
von und F in drei verschiedenen Seiten berühren mufs, wovon man 
sieb aach leicht direct flberzeogt. Und endlich also, dafs für die Beruh-- 
rungscurve von J mit F oder mit jede Ecke des Pentaeders ein drei-- 
facher Punkt ist. 

8. 

Mit Hälfe der Invariantentheorie ist es nun möglich, die Gleichung 
fünften Grades wirklich aufzustellen, von welcher die Transformation (5.) ab- 
hängt. Die Hauptzfl*ge einer solchen Theorie sind in der Abhandlung des 
Herrn Aronhold „Ober die homogenen Functionen dritten Grades von drei 
Veränderlichen'' (dieses Journal Bd. ö5, p. 97) implicite enthalten; und ich 
mufs zum bessern Verständnifs des Folgenden einige Betrachtungen allgemeiner 
Natur vorausschicken, auf welche mich ein sorgfältiges Studium jener Ab- 
handlung geführt hat, und welche, wie ich glaube, mit zu den Quellen gehören, 
aus welchen die schönen Untersuchungen des Herrn Aronhold geflossen sind. 

Es sei F irgend eine ganze und rationale Grundform einer homogenen 
Function f von beliebig hohem Grade mit beliebig vielen Veränderlichen ; wo- 
bei es ganz gleichgültig ist, ob /^ eine Invariante, Co Variante, zugehörige Form 
oder Zwischenform ist. Ist dann a ein Coefficient von f, b der entsprechende 
einer ähnlichen Function q), so ist offenbar 

die Summe über alle Goefficienten ausgedehnt, simultane Grundform von f 
und (p; und sie geht, wenn jedes b dem entsprechenden a gleichgesetzt wird, 
in F Ober, multiplicirt mit einer reinen Zahl. 

Setzt man dies Verfahren fort, indem man immer nach den a diffe- 
renliirt und als Incremente die Goefficienten einer neuen Function von der- 
selben Ordnung und Anzahl der Veränderlichen einführt, so erhält man zuletzt 
eine simultane Grundform für fi Functionen von gleicher Ordnung und gleich 
viel Veränderlichen, welche, wenn fi gleich dem Grade von F in Bezug auf 
die a ist, in Bezug auf die Goefficienten sämmtlicher Functionen linear ist, und 
aufserdem die Eigenschaft besitzt, in F, multiplicirt mit einem Zahlenfactor, 
überzugehen, sobald man die fi Functionen sämmilich in f übergehen läfst. 

Für diese fi Functionen darf man aber ohne Zweifel, wenn n der 
Grad von f ist, die n^^"" Potenzen von ebensoviel linearen Ausdrücken 

B s= AiiFi-|- 62X2 -]-••• 
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setzen; und bildet man dann die simultane Grundform [/^] für diese n^^'' Po- 
tenzen, so erhält man daraus F durch eine symbolische Substitution, wenn man 
die Producte von n der b durch den entsprechenden Goefficienten a ersetzt. 

Die Grundform [F] ist offenbar zugleich simultane Grundform ffir die 
fi linearen Ausdrücke B selbst. Wendet man nun auf eine solche Grundform 
die nämlichen Betrachtungen an, wie oben auf F, so zeigt es sich, dafs [F] 
nolhwendig auf rationale Weise aus solchen Grundformen der B zusammen- 
gesetzt sein mufs, welche in Beziehung auf die einzelnen b linear sind. 

Solcher Grundformen giebt es inzwischen, wie -die unmittelbare Be- 
trachtung lehrt, nur vier Arten: Covarianten, welches die B selbst sind; 
eine Zwischenform, nämlich 

Invarianten, welche die aus den verschiedenen B zu bildenden Determinanten 

sind; zvgehörige Formen, welche aus den letztern entstehen, sobald eine 
Reihe der b durch die Veränderlichen u ersetzt wird. 

Und dies führt ohne Weiteres zu dem Fundamentaltheorem: 
Jede rationale vnd ganze Grundform wird erhalten, wenn man 
Aggregate der Producte der obigen vier Gestalten bildet, so dafs aber in 
jedem Producte jede Art der b nmal erscheint; und wenn man sodann für 
die Producte gleichartiger b die entsprechenden Coefficienten a einführt. 

Wendet man dies Theorem insbesondere auf die Invarianten der ho- 
mogenen Functionen dritter Ordnung mit vier Verflnderlichen an, so zeigt 
sich, dafs, wenn man die linearen Ausdrücke 

öl a?l -j- 02 iTj -j* • • • 

^1 ^1 "f" ^2 «^2 4" " * 
^l^i+^*2+*'* 



betrachtet, sAmmtliche Invarianten unter das Schema 

fallen, wo jede Reihe a, b, e etc. dreimal erscheinen mufs, und wo durch 
eine symbolische Substitution 

zu setzen ist; oder dafs wenigstens alle ganzen und rationalen Invarianten sich 
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aas Invarianten dfeser Art auf rationale Weise zusammensetzen. Und die An- 
zahl der mit einander multiplicirten Determinanten mnfs dann offenbar, weil jedes 
a^ hy ... dreimal vorkommen mufs, eine der Zahlen 3, 6, 9, ... sein, wodurch 
man die Invarianten der Ordnungen 4, 8, 12, ... in Bezug auf a erhalten wfirde. 
Ich werde jetzt zeigen, dafs es keine Invarianten der Ordnungen 4, 12, etc. geben 
kann, und dafs sich flberhaupt alle aus fünf Invarianten, welche einzeln von 
den Ordnungen 8, 16, 24, 32, 40 sind, auf rationale Weise zusammensetzen. 
Zu diesem Zweck betrachte ich die transformirte Form 

in welcher zwischen deif A die Relation (9.) 

= Ä,.l, + Ar, J2+Ä,J3 + *4il4 + Ar5il6 
besteht. Man bemerkt, dafs jede Invariante von u sich zugleich als simultane 
Invariante der A darslellen mufs. Nach dem Obigen ist sie also eine ganze 
rationale Function der aus den A zu bildenden Determinanten; oder da dies 
eben die k sind, so ist jede rationale ganze Invariante von U eine ratio^ 
nale ganze Function der k. 

Aber u ändert sich nicht, wenn man jedem System der Goefficienten 
a eine dritte Wurzel der Einheit als Factor hinzufflgt. Durch passende Wahl 
derselben kann man es erreichen, dafs nur eines der k zugleich eine dritte 
Wurzel der Einheit als Factor enthfilr, während die fibrigen unverändert blei- 
ben. In den Invarianten können also nur die dritten Potenzen der k erscheinen. 
Da ferner auch durch Vertauschung der A die Invariante sich nicht ändern 
darf, so sieht man, dafs* sie eine symmetrische Function der k'^ sein mufs. 
Und so kann man endlich» den Satz aufstellen : 

Jede ganze rationale Invariante von u ist eine symmetrische 
Function der sechsten Potenzen der k. 

Die sechste Potenz der k entspricht aber der achten Ordnung der In- 
varianten in Bezug auf die a. Die Ordnungen der Invarianten sind also 
sdmmtlich durch 8 theilbar. 

Denkt man sich nun je eine Invariante der Ordnungen 8, 16, 24, 32, 
40, so wird man aus ihnen die fünf symmetrischen Grundfunclionen der k 
successive bestimmen können. Gäbe es von einer dieser Ordnungen noch 
eine zweite Invariante, so könnte man aus ihr und den Invarianten von glei- 
chem und niederem Grade die k eliminiren, d. h. sie durch jene ausdrficken. 
Ebenso kann man jede höhere Invariante durch die symmetrischen Grund- 
functionen der k, also auch durch jene fflnf Invarianten rational darstellen. 

16* 
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So ist es also bewiesen, dap/ es wesentlich nur je eine Invariante der 
Ordnungen 8, 16, 24, 32, 40 geben kann, und dafs sich alle übrigen 
aus diesen zusammensetzen. 

&. 

Solche fQnf Invarianten können ohne Mflhe gebildet werden. Bezeichnet 

man darch 

a 
h 
c 
d 

die Determinante 2+aib^c^d^^ so erhält man als Schemata der gesuchten In- 
varianten durch eine leichte Combination die folgenden: 
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4) 



5) 
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Diese Formen sind zum Theil so verwickelt, dafs sie ihr wahres Bilduogs- 
gesetz nicht erltennen lassen; und sie sind in derThat nicht in dieser Gestalt 
unmittelbar gebildet, sondern durch Einfahrung der Coef&cienten von J. Da 
man sich nämlich leicht flberzeugt, dafs die Determinante J die symbolische 
'Gestalt annimmt: 



•(öl^l4"^^*H"'*0(^l*l4"^2^2'f'''0(^l^l4'^2^2 4"''0(^l^l"|'^a*'^2*|~*'*X 



wo nach der Ausrechnung üiüiOj^j etc. = 11^^ zu setzen ist, und wo nur ein 
Zahlenfactor ausgelassen ist; so lassen sich die obigen Formen, abgesehen 
von Zahlenfactoren , einfach darstellen, wenn man zu der symbolischen Sub- 
stitution aiaiaj,=^bibibj,'^'=^aiij^ noch die andere: 

f^i^lf^K^m = ßißkßhßm, etc. 

gleich dem entsprechenden Coef&cienten von z/^ hinzufügt. Auf diese Weise 
erhilt man die Formen: 
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welche auf einfache u^d gesetzmafsige Weise gebildet sind, und aus welchen 
durch Auflösung rflckwärts die ersten Formen entstanden. Man bemerkt, dafs 
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die drei letzten reine Invarianten von J sind; sie sind zugleich die einfach- 
sten Invarianten, welche einer homogenen Function vierter Ordnung mit vier 
Veränderlichen zukommen. 

Bezeichnet man nun die Combinationssummen der sechsten Potenzen von 
A,, A^2, ... ks durch Cj, C2, ... Cs^so dafs die k Wurzeln der Gleichung* 

(21.) k^-C,l^*'\-C,k^-C,k'''\-C,^-Cs = 

sind, und bezeichnet man die fönf Invarianten in der ersten Gestalt durch 
Ji, J2, ... JTs, so müssen diese nach dem Obigen offenbar folgende Gestalt 
annehmen : 

(22.) (J, = (>,C3+(,;ac,+(»;'c/, 

WO die Q rationale Zahlen bedeuten. Dafs ein derartiges Resultat wirklich 
erscheint, kann man aus der ersten Form der Invarianten auch unmittelbar 
ersehen, wenn man die wirkliche Bildung versucht. Denn da nach ausge- 
führter Rechnung in denselben die symbolische Substitution 

auszuführen ist, welche, wenn man auf die traosformirte Gestalt zurückgeht, 
den Ausdruck annimmt: 

so erkennt man unmittelbar, dafs jede der Invarianten sich in eine Summe 
von Producten wirklicher Determinanten auflöst, welqhe einzeln aus je vier 
Reihen der a zu bilden sind, d. h. in eine Summe von Producten der k. Ja 
man kann sogar die erste Form der Invarianten von vorn herein in eine 
solche Gestalt bringen, dafs die k darin abgesondert erscheinen, und die sym- 
bolischen Substitutionen nur noch Zahlenwerthe liefern. Denn drückt man die 
linearen Ausdrücke ax:r*i-f ^^s^""^^^- durch die A aus, so dafs sie die Ge- 
stalt annehmen 

so hat man demnach 

etc. 
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und die symbolische Determinaole 



geht dann Ober in: 



so dafs die Invarianten sich als Prodncte von Determinanten ffinfter Ordnung 
darstellen, welche in Bezug auf die Ar linear sind. Da aber sodann 

sein soll, so hat man die symbolischen Substitutionen 

PiPkPh = qiqk9h-=i oder=0, 
jenachdem i^ k^ h sämmtlich gleich, oder einige derselben verschieden sind. 
Diese Substitutionen bewegen sich dann also nur noch in numerischen Wer- 
then. Eine solche Darstellung giebt dann z. B. 

9i = 120; 
es scheint aber als wenn die Bestimmung der übrigen (> auf erhebliche 
Schwierigkeiten führe. 

Löst man nun die Gleichungen (22.) nach den C auf, so dafs 

Ca =: craJTa-j-oiJi^ 

(23.) ;C, = o,J,^d,J^J,^diJU 

]C, = c;4Jr4+<J,J, + oi'J? + a<^)JaJ? + <*'J^i% 

so erhält man die GoefBcienten der gesuchten Gleichung fünften Grades durch 
die fünf Invarianten und durch rationale Zahlen ausgedrückt. 

6. 

Man kann diese Gleichung dazu benutzen, um besondere Fülle einer 
Oberflflche dritter Ordnung zu characterisireo. Soll z. B. insbesondere die 
Flüche eine Spitze darbieten, so müssen die Differentialquotienten von x 
sämmtlich gleichzeitig verschwinden können, d. h. es müssen die Gleichungen 
bestehn: 

OjjilJ-f a„J5+-.. = 0, 
««^i-f ««l-^2 + **' == 0. 



(24.) 
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Die Auflösang der Gleichungen giebt dann, wenn fi eine beliebige Gröfse 

bedeutet : 

AI = fik^, 

A2 = ^^2, 



(25.) 



Fflhrt man dies in die identische Gleichung 

(26.) Ari^i + Ä2 2l2+- • = 
ein, so erhält man die Bedingung 

(27.) >/Ä?+y^i+yft?+y*i+y^5 = 0. 

Die Fortschaffung der Wurzeln giebt dann eine symmetrische Function der k^, 
welche auf den 24*^'"' Grad der k ansteigt. In Folge der Gleichungen (23.) 
bat dieselbe also die Form: 

(28.)' rjr^ + T'JaJr.-f t"J? + t<^^J2 JxH^^*^-^* = 0, 
wo die r reine Zahlen bedeuten. 

Man sieht leicht, dafs in einer derartigen Spitze die Flächen /i = 0, 
T==0, 0=0, F=0 ebenfalls Spitzen erhalten; und zwar schliefst sich die 
Spitze von ^ so wie die Spitze von u einem Kegel der zweiten Ordnung an. 

Um die 27 Geraden der Oberfläche dritter Ordnung mit der obigen 
Transformation in Zusammenhang zu bringen, kann man zunächst die Asympto- 
tenpunkte aufsuchen. Nach (2.) sind je zwei reciproke Pole mit einander 
durch Gleichungen verbunden, welche sich aus der transformirten Function in 
folgender Gestalt darstellen: 

!au-äiJBi-f-a„-42Ä:i-f -..-f ccjs^lgÄs = 0, 
a,iilißi + a«2l2Ä2-f ---l-ajsilsös = 0, 
a31^lßi+a32il2Ä2 + -- + «3»^6^5 = 0, 

WO, nur der Kflrze wegen, analog der Bedeutung von Ai, die Functionen 

(30.) Bi =^ «if Xi 4- ojy y, + aa/Xs -}- a^^y^ 
eingefahrt sind. Die B stehen zu den y genau in derselben Beziehung, wie 
die A zu den x, und man kann zwei reciproke Pole durch die Buchstaben 
A, B andeuten. Durch Auflösung des Systems (29.) aber ergiebt sich: 

tA,B, = U„ 
(31.) M^fi^ = **,, 

{a,b, = Ik,, 
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durch l einen willkörlichen Factor bezeichnet FOgt man jetzt die Bedingung 
hinzu, dafs beide Pole auf der Oberfläche liegen, also Asymptotenpunkte sein 
sollen, so hat man die vier Gleichungen hinzuzufügen: 

i^J + ^H- + ^6 = 0, Ä,J, + Ar,^, + ... + Ar5J5 = 0, 
iÄ? + Ä|-f...4-Ä^ = 0, Ar,Ä, + Ä,ß, + .- + Ä5Ä5 = 0. 

Die Gleichungen (31.)? (32.) genflgen, um die YerhAltnisse der J^ B, l 
zu bestimmen. Aber man sieht leicht, dafs man den letzten beiden Gleichun- 
gen (32.) mit Hälfe von (31.) auch die Gestalt geben kann: 

J,Äj + J,ö?-f... + J,Ä? = 0; 
und combinirt man dies mit den ersten beiden Gleichungen (32.), so folgt, 
dafs för jeden beliebigen Werth von q 

Da nun der Punkt A-^-qB ein beliebiger Punkt der Verbindungslinie von 
A, B ist, so mufs diese ganze Linie in der Oberfläche liegen, d. h. je zwei 
Asymptotenpunkte, wetche reciproke Pote sind, tiefen auf einer der 27 
Geraden der Oberfläche) und umgekehrt kann man die 27 Geraden durch 
die 27 Punktenpaare A, B definiren. 

Die wirkliche Aufstellung der Gleichung des 27'*^'' Grades, von welcher 
die Auffindung der 27 Geraden abhängt, führt aber auf ein ganz anderes 
Problem, dessen Lösung sehr schwierig scheint. Die Theorie der Grundformen 
deutet darauf hin, dafs als unbekannte Gröfse der letzten Eliminationsgleichung 
von p — i homogenen Gleichungen /i = 0, /'2 = 0, ... /],_i = mit p Un- 
bekannten eine absolute simultane Covariante der Functionen f^^ fx^ . . . zu 
wählen ist, d. h. der Quotient zweier simultanen Govarianten gleich hoher 
Ordnung. Seien z. B. f], und fp^^^ solche Govarianten, bei welchen die gleiche 
Ordnung durch Potenzifung erreicht sein kann. Zwischen den p^\ Functio- 
nen f besieht dann eine Gleichung, welche von den Veränderlichen unabhängig 
ist, und nur noch die simultanen Invarianten enthält. Läfst man in dieser 
allgemeinen Beziehung dann /i, Z^, . . . verschwinden, so erhält man eine 
Gleichung fOr -/^, deren Coefficienten nur Functionen der simultanen In- 
Varianten sind; und diese kann dann als die letzte Gleichung zur Bestimmung 
der Werthe der ursprünglichen Veränderlichen angesehen werden. 

Wenn also die Asymptotenpunkte aus den Gleichungen fi = 0, ^ = 0, 
6 = erhalten werden, so hat man eine Beziehung zwischen diesen und 
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irgend zwei andern Govarianten aufzusuchen, um dann eine Gleichung des 
54'*'" Grades zu erhalten, welche sich auf den 27'*'" zuräckffihren Ififst. Will 
man dagegen die Schnittpunkte der 27 Geraden mit einer beliebigen Ebene 

c = €?iarx-}'^2^2-|- ••• = 
erhalten, so hat man eine Beziehung zwischen u, 0, J, T, c aufzusuchen, 
welche mit Hülfe simultaner Invarianten von u und c, d. h. durch Invarianten 
und zugehörige Formen von u^ hervorgebracht werden kann. Der hohe Grad 
der resultirenden Gleichung lAfst umgekehrt einen Rflckschlufs darauf thun, dafs 
der Zusammenhang solcher Govarianten nur ein sehr verwickelter sein könne. 

Man könnte aber eine solche Bildung unmittelbar an der transformirten 
Form vornehmen, indem man die x eliminirte. Die ersterwähnte Aufgabe 
namentlich kann dann offenbar nur noch Coefficienten enthalten, welche aus 
den symmetrischen Functionen der f^ auf rationale Weise zusammengesetzt 
sind; und da diese Functionen ihrerseits sich durch die Invarianten J dar- 
stellen, so würde sich auf diesem Wege die allgemeinste Form der letzten 
Gleichung ergeben. 

Carlsruhe, den 26'*'" März 1860. 
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lieber das arithmetisch -geometrische Mittel. 

(Von a W. Borchardf.) 



(Gelefien in der Akmdemie der Wissenschaften zu Berlin stm 25. Februar 1858.) 



Kiiner sehr frflhen Epoche in der Kenntnifs der elliptischen Integrale 
gehört das Ergebnifs an, dafs die Bestimmung des complelen elliptischen In- 
tegrals erster Gattung 

(1.) /*" , '^ 

•f ym* cos 9* -f w* sin (p * 

auf die Berechnung des arithmetisch -geometrischen Mittels von m und n 
zurückkommt. Indem man die Landensche oder die £riiti/«scbe Trans- 
formation zweiter Ordnung auf das complete Integral (1.) anwendet, fin- 
det man, dafs dasselbe unverändert bleibt, wenn man für m und n deren 
arithmetische und geometrische Mittel «ni = i(»i-fis), n^irs^^mn setzt. Wie- 
derholt man diese Operation unter Einführung der Bezeichnungen 

»»3 = i (»»2 + ^^)'i ^3 == V'^i ^2 9 etc. 
so nähern sich die beiden Reihen von Gröfsen 

m, füx, wh^ • • • 
n, Hl, «2, ... 

derselben Grenze w, d. h. dem arithmetisch -geometrischen Mittel von m und 
ft nach Gaufsens Bezeichnung, und der Werth des Integrals (1.) ergiebt stell 

. 1 
= Ati' — • 

Die umgekehrte Aufgabe, von dem arithmetisch -geometrischen Mittel 
als dem Grenzwerth, auf welchen die wiederholte algebraische Operation fährt, 
auszugehen und dessen Berechnung auf die Bestimmung des elliptischen In- 
tegrals zurflckzufQhren , bietet bedeutend gröfsere Schwierigkeiten dar, in so 
fern man hierbei die Transformation des elliptischen Integrals nicht voraus- 
setzen darf, also durch andre Mittel zum Ziel gelangen mufs. Der hier fol- 
gende Aufsatz beschäftigt sich mit der Lösung dieser Aufgabe. 



17 



Digitized by 



Google 



128 Borchardi, über da» arithmetisch "geümeirische Mittel. 

Das arithmetisch -^geometrische Mittel w von m und n sowie jede 
Fanction von lo hat der Definition nach die Eigenschaft, unverändert zu blei* 
ben, wenn man fQr m und n deren arithmetisches und deren geometrisches 
Mitlei setzt. Sie genflgt also der Functionalgleicbung 

(2.) nw, n) = fi^ {m + «), »^^), 

und umgekehrt ist jede Function f, welche dieser Gleichung genügt, eine 
blofse Function von w, da man durch unendlich oft wiederholte Anwendung 
f(jfn,n)=f(ü},(jD) findet. Die Bestimmung des arithmetisch -geometrischen 
Mittels kommt also auf die Lösung obiger Functionalgleicbung zurück. 

Man sieht der Natur der hier zu lösenden Aufgabe nach voraus, dafs 
die gesuchte Function f'm, n) einer partiellen Differentialgleichung genügen 
roufs. Eine weitere Ueberlegung zeigt, dafs diese partielle Differentialgleichung 
sich durch schickliche Wahl der Unbekannten auf eine gewöhnliche Differential- 
gleichung zurückführen läfst. Wenn man q.rn und ^.n an die Stelle von m 
und n setzt, so geht zugleich w m ijf.w über; (o ist daher eine homogene 
Function erster Ordnung von rn und n, mithin sind die partiellen Differential- 

quotienten -^ und -^ homogene Functionen der Ordnung Null von m und 

n, A. h. nur von dem Quotienten — abhfingig. Da überdies f{w,n) eine 

blofse Function von a> ist, so hat man die Proportion: 

df ^ df d(o , da) 

dm ' dn dm ' dn 

Der Quotient -J- : -^ ist also für alle Functionen f ein und dieselbe Function 

von — , die von einer gewöhnlichen Differentialgleichung abhängt, während/" 

einer partiellen Differentialgleichung genügt. Bezeichnet man mit fi und v die 

partiellen Differentialquolienten von f nach m und n^ so wird also — die 

abhangige Variable, — die unabhängige Variable der zu suchenden Differen- 
tialgleichung sein. 



m 



Anstatt nun die Quotienten — und — sogleich in die Rechnung ein- 
zuführen, thnt man gut, die Homogeneität der Variablen beizubehalten. Man 
hat zwar dann anstatt ^nes Differentialquolienten, der nach — genommen ist. 
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die beiden nach m und nach n genommenen zn betrachten, indessen hängen 
dieselben von einander ab. So hat man z. B. fär den ersten Differentialquo- 
tienten von — 

dm \fi/' dn \fi ^ 
oder nach Mnitiplication mit /i^ 

so dafs man anstatt des Differentialquotienten von — nach — einen Ausdruck, 

den ich mit / bezeichnen will, zu betrachten hat, weicher durch die Doppel- 
gleichung zu definiren ist 

(8.) , = „|^^-.^j=-»|,^_.^j. 

Um die gesuchte Differentialgleichung zu erhalten, wird man folgendes 
Verfahren einzuschlagen haben: 

Wenn man aus der gegebenen Functionalgleichung (2.): 

f(m,n) = f{m^,n,\ 

wo ^i = \{ni'\-n)^ n^ = ^mn, durch Differentiation neue Gleichungen ab- 
leitet, so findet man zwischen den Differentialquotienten von f{m,n) und 
/*(mi,ni) Relationen, die weniger einfach sind als die zwischen den Functionen 
selbst bestehende, die aber doch gestatten, jeden Ausdruck, der m, n, f{m, n) 
und seine Differentialquotienten nach m und n enthält, in einen andern zu 
transformiren, welcher aus mi, rii, f^m^^n^ und dessen Differentialquotienten 
nach Uli und n^ zusammengesetzt ist. 

Gelingt es nun, diesen Ausdruck so zu wählen, dafs der transformirte 
ebenso ans fn^, n^ und f{m^^n^ gebildet ist wie der ursprQngliche aus m, n 
und f{m, n) oder dafs sie sich wenigstens nur durch einen von der unbe- 
kannten Function freien Factor von einander unterscheiden, so wird man 
durch einen unendlichen Progrefs zur Bestimmung dieses Ausdrucks gelangen, 
indem man denselben auf einen solchen zurückfährt, in welchem m und n 
beide durch dieselbe Gröfse co ersetzt sind. Diese Bestimmung wird also zu 
einer Relation zwischen m, n, f{m, n) und den Differentialquotienten von /' 
fahren, d. h. zu der gesuchten Differentialgleichung. An dem vorliegenden 
Beispiel lAfst sich das Verfahren folgendermafsen dnrchfOhren: 
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Bezeichnet man mit fii und Vi die nach r/ii und Ui genommenen Diffe- 
rentialquotienten von /(uti^iii), so erhält man durch Differentiation der Gleichung 
f{7n,n) = f(mi^ni) nach Fortschaffung der Nenner 

Dies sind die beiden Differentialgleichungen erster Ordnung. Alan kann von 
denselben zu den drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung Obergehen, in- 
dessen sind dieselben nach der oben angeführten Doppelgleichung (3.) nicht 
unabhängig von einander, sondern es folgt aus zweien die dritte. Es genagt 
daher z. B. diejenigen beiden zu betrachten, welche aus den Differentialglei- 
chungen erster Ordnung (4.) durch Differentiation nach tn allein hervorgehen. 
Dies ergiebt 

Man weifs überdies nach den früheren Betrachtungen, dafs die Differential- 

quotienlen zweiter Ordnung von f{m, n) also die Gröfsen J^, ^ nur in 

solcher Verbindung vorkommen können, wie sie sich in dem mit / bezeichneten 

Ausdruck (3.) finden, d. h. in der Determinante u-r^ — ^-tA* Man hat dem- 

^ am dm 

nach aas den beiden Differentialgleichungen erster Ordnung (4.) und aus den 

beiden zweiter Ordnung (5.) die Determinante zu bilden und erhält 



2/^^, + 4^=(^;£.-.*) 



-iil 


■(t*i-^) 






I öm, Vm Vn 
' dm iVw /m 






+^- 


t/h im 




• 



Führt man dem Ausdruck / entsprechend den Ausdruck ly durch die Doppel- 
gleichung 
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ein, so reducirt sich das erhaltene Resultat auf folgende einfache Gleichung: 

Diese Transformation hat noch nicht den oben auseinandergesetzten Charakter, 
da die ersten Differentialquotienlen linker Hand in der Verbindung fiv, rechter 
Hand in der Verbindung n\ — vl vorkommen. Da aber fi und v lineare 
Functionen von fi^ und Vi sind, so ergeben sich hieraus /jl^, /liv und v^ als 
lineare Functionen von ^i, fiiVi und vi. Zwischen zwei gegebenen quadra- 
tischen homogenen Verbindungen von fi, v und zweien solchen von ^i, -v^ 
besteht daher immer eine und nur eine Relation. So erhSit man zwischen fxv 
und fj^—ii^ einerseits, fiiV^ und ^i — t^. andrerseits aus den Gleichungen (4.) 
die Relation 

(7.) \{m^-n^)iiv\ mnif^'^r") = ^ ^^{(»•J-iiJ)^,n+ liii,fi,(/.?-i^)}. 

ymn 

Multiplicirt man nun die früher erhaltene Gleichung (6.) mit — ^(m^— n^) und 

addirt sie zu dieser, so erhält man 

4ymn 
also, wenn man den Ausdruck 

»,ii(/i^-v^) + (m^-n^)(/iy-/) 

mit ^(oi^it) bezeichnet, 

tp(m,n) = J;=^V'(»»n«i)- 
2 ymn 

Indem man diese Transformation wiederholt anwendet, bekommt man eine 

Reihe von Factoren — ^=-, ^ ~ * , etc., die sich immer mehr der Null 
2 ymn 2Ym^u^ 

nähern nnd deren Product um so mehr gleich Null wird. Dies Product mul- 
tiplicirt in tp{io, a>), welches, wie leicht zu sehen, ebenfalls gleich Null wird, 
ist dem Ausdruck yj{m,n)^ von dem ausgegangen wurde, gleich, also hat man 

yj{m,n) = 0, 
d. h. 

(9.) iii«(^*-0 + (m^-n*)(/uy-/) = 0. 

Es genfigt also der Quotient — in Beziehnng auf die unabhängige Variable 

— einer nicht linearen Differentialgleichung erster Ordnung. In der That, 

setzt man 

n V 

m ' lA ^' 
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so erhält man die einfache Differenlialgleichung 

oder 

(10.) x(t-a:»)-g: + (x + r)(l-*T) = 0. 

Eine Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten Grades, welche 
wie die vorliegende von der Form 

ist, kann bekanntlich immer auf eine lineare der zweiten Ordnung zuräckge* 
führt werden, in der nämlichen Art, .wie es mit der üicca/ischen Differential- 
gleichung zu geschehen pflegt. Eine solche Zuruckfährung gelingt durch ver- 
schiedene Substitutionen, in dem vorliegenden Fall z. B. durch die Substitution 

dv 

v' da: 

^ v + xi/ d{xv) ' 

dj; 

I dv . . 
WO t?' = -7— ist 
dx 

Man erhält alsdann ffir v die Differentialgleichung 

(11.) = (^-ar^)0 + (l-3x^)A_a:r. 
Die gebrauchte Sobstitntion kommt aber damit äberein, dafs man von 

dem Quotienten — z=—— zu derjenigen Function f(fn,n) Obergeht, welche 

dm 

eine homogene Function —V'' Ordnung von m und n also proportional — 

ist. Denn für eine solche hat man 

= f'\-mfi'\'nvy 
daher 

y = — = — ^"^ 



f* f+nw ' 

also wenn man mf, was blofs von x = — abhängt, mit v bezeichnet 

dv 

V — ___^£_ 

^ ~ , dv ' 

' dx 
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was die frühere Sabstitution ist. Ebenso wQrde die Sabstilution 

v= hL_ 

der Betrachtung der homogenen Function v = f{m, n) der Ordnung — q ent- 
sprechen, aber fflr keinen Werth aufser fflr (^ = 1 giebt diese Formel eine 
Substitution, welche zu einer linearen Differentialgleichung fflhrt. Hierin also 
liegt der Grund, warum der reciproke Werth des arithmetisch -geometrischen 
Mittels betrachtet werden mufste. 

Die lineare Differentialgleichung (110 ^ird also von dem Ausdruck 
v= — befriedigt, wo co das arithmetisch -geometrische Mittel von rn und n. 



(O 



n 



und ar== — ist. Dies Ergebnifs allein, verbunden mit der Nebenbedingung, 



m 



dafs fOr fii = n auch (o = m wird, oder, was dasselbe ist, dafs für x=zi 
auch v = i wird, wOrde zur vollständigen Bestimmung des arithmetisch- 
geometrischen Mittels genflgen, wenn man auch nicht wflfste, dafs die Glei- 
chung (11.) die Differentialgleichung des completen elliptischen Integrals in 
Beziehung auf seinen Modul ist. Mit Voraussetzung der von Legendre gege- 
benen Integration der Gleichung. (11.) erhfilt man als ihr vollständiges Integral 

wenn man unter F{x) das complete elliptische Integral erster Gattung des 
Moduls X versteht, und Xi^='^\ — x^ setzt. Für a?=l wird F{x)^=oo^ 
F{xi) = ^n. Damit der zugehörige Werth von v die Einheit sei^ mufs man 

2 
also C = 0, Ci = — setzen, und erhält 

' * TT ' 






ym'cosy'-fw'siny* 

Es hat keine Schwierigkeit, die Zurflckfflhrung der ursprfinglich er- 
haltenen nicht linearen Differentialgleichung erster Ordnung auf eine lineare 

zweiter Ordnung ohne Einfahrung des Quotienten ;r = — zu bewirken. Man 
gelangt dann fOr die homogene Function — 1*^' Ordnung f{rn^n)^= — , also, 

was dasselbe ist, für das complete elliptische Integral (1.) zu einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche nur Differentialquotienten zweiter 
Ordnung nach m und n genommen enthält und ihrer Einfachheit wegen an- 
gefahrt zu werden verdient. 

Journal für MAthematik Bd. LVIU. Heft 2. 18 
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Beseichnat man mit a, b, c die Differentialquotienteii zweiter Ordnung, 

so dafs 

öf* . öf* dv dv 

SO erbilt man, wenn f eine homogene Function —1**' Ordnung ist, 

daher 

2{nfi—mv) = {m^ — n^)h — mn{a — c). 

Ueberdies ergiebt sich aus der Doppelgleichnng (3.) 

/ = m(fib — vä) = —n(fic — vb) 
der neue Werth 

(nfA — my)l = mn{(ji^ — v^)b — /iv{a^c)}. 
Mit Benutzung hiervon geht die Differentialgleichung (9.) 
iwn(^* — y^) + (m*-ii*)(/ii/-/) = 0, 
nachdem man sie mit 2{n/i — mr) multiplicirt hat, in folgende Ober: 

{(m' — n^)b'{-mn{a — c)}{{m^-w')^r — mn{/i' — v^)\ = 0. 

Der zweite Factor zerlegt sich wiederum in die beiden mv — n/i, rnfM^-^-nr, 
von denen der erste von der früheren MuUipIication mit demselben herrührt, 
während der zweite m^-f ni^ mit der Function f{m, n) selbst, abgesehen vom 
Zeichen, identisch ist. Verschwinden kann daher nur der erste Factor 
(m^ — n^)i-f iiin(a — c) und es genügt demnach der reciproke Werth f des 
arithmetisch -geometrischen Mittels cd von m und nieder, was dasselbe ist, 
das elliptische Integral (1.) der Differentialgleichung: 

(18.) = i^-n')^+«n(^-^y 

Mit BerOcksichtigung der leicht zu verificirenden Relationen 

gebt (12.) in 

über, welche Differentialgleichung mit (11.) übereinstimmt. 
Berlin, im Februar 1858. 
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lieber ein Attractionsproblem. 

(Von Herrn F. Joachimsihal zu Breslau.) 



Oie Durchsicht der Jti//fViiscben Aufgaben - Sammlung ans der Me- 
chanik hat mir ein Attractionsproblem wieder in Erinnerung gebracht, das, an 
sich nicht ohne Interesse, auch deswegen eine Erwähnung verdient, weil seine 
Lösung eine Anwendung des von Abel zur Bestimmung der Tautochrone ge- 
gebenen Verfahrens (dieses Journal Bd. 1, p. 153) darbietet. 

Aufgabe. Die einzelnen Theilchen einer unendlichen homogenen 
Geraden ziehen den Punkt m, dessen Entfernung von der Geraden 
= A ist, nach einer unbekannten Function der Entfernung /"(r) 
an; man soll dieselbe finden, wenn durch Beobachtung die nach 
dem Lothe h gerichtete Total -Altraction q>{h) bekannt ist. 

Auflösung. Ist derJKOrze wegen die Masse von m, die Dichtigkeit 
der Geraden und die Constante der Anziehung- = 1 , so hat man das unbe- 
kannte Attractionsgesetz f{r) aus der Gleichung 

(I.) ,(*,=3*/-^ 
oder, wenn ■^^—- = F{h) gesetzt wird, ans 



2h 



(80 F(*)=/-J^ 



zu bestimmen. Nimmt man zuvörderst an, dafs f{r) nach ganzen negativen 
Potenzen von r ach entwiekela lasse, so dafe 



so kommt 



(3.) /T••) = •=^+-^+5^+•••, 

(4.) rw^.f:^^rfi^} 



du 
cosw 



2.4 a. 



4- ü 4- 4 ^ J- ±1 US. 4 



18» 
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Hieraus ergiebt sich weiter 



und endlich 



J Vicosu/ 

\nf{k) = -1- 



wenn nach erfolgter Differentiation / = 1 gesetzt wird ; d. h. 



(3., FiH)=f^, 



Dafs in der That aus 



die Gleichung folgt: 



(5.) ,W=-i/-^^, 



lAfst sich unabhängig von der Existenz der Reihenentwickelung (3.) nach- 
weisen, wenn nur ¥{li) für h^=^oo verschwindet. Setzt man nftmlich den 
Werth von f{r) aus (5) in die rechte Seite von (3.) ein, so kommt das 
Doppelintegral 






dessen Werth = F{h) sein mufs. 

^ Denkt man sich in der Ebene ein rechtwink- 

liges {r,q) System, und von dem Punkte Oi, dessen 
Coordinaten =A sind, O^a parallel Off gezogen, so 
wie Oih^ dessen Verlängerung durch O geht, so er- 
'^ streckt sich (6.) Ober den unendlichen Winkelraum hO^a. 
Summirt man jetzt zuerst nach r und dann nach ff, 
so verwandelt sich (6.) in 

_ A rprF^^drdQ_ ^ 
^ -^ ^/ •{ y(r'-A«)(e'-0' 

welche Summe wegen 

/ e 2rdr __ . ^ 
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in 

F{h) — Ii\oo) 

übergeht; w. z. b. w. Nimmt die Total -Attraction fp{h) mit wachsendem h 

immer mehr ah, verschwindet also 5^ für A = oo, so ist demnach die Ele- 
mentar -Attraction 

(8.) nr) = -1.J _^. 
Breslau, im Februar 1860. 
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Sur quelques proprietes des lignes gauches de 
troisi^me ordre et classe. 

(Par H. Cremona ä Milan.) 



1. «le sappose que Ton ait deux series projecUves de points, Tune 
dans une droite R^ Tautre dans une coniqae plane C, sita^es d'ane maniere 
tout a fait arbitraire dans Tespace. On demande de connaltre la surface lieu 
de la droile qui Joint deux points homologues des formes projecUves donnees. 

Poar etablir la classe de cette sorface, je fais usage des consideralions 
employees par M. Schröter dans un memoire insere dans ce Journal (tome 54). 
Par un point O fixe arbitrairement sur la conique je tire des droites aux di- 
vers points de cette courbe; ainsi Ton obtiendra un faisceau de droites, per- 
spectif a la conique. Par une droite arbitraire jS menons un faisceau de 
plans, perspectif a la droite donne. Les deux faisceanx etant projectifs, 
Tintersection des elemens homologues donnere une conique K situee dans le 
plan de la conique donnee, et passant par le point O et par la trace de jS. 
La conique K coupera la conique C en trois autres points, qui avec la droite 
iS donnent lieu a trois plans; et il est bien evident que ces plans contiennent 
chacun une generatrice de la surface cherchee, et sont les seuls qui passent 
par S et qui aient cette propriete. 

Donc la surface est de la troisieme classe, et par consequent du 
troisieme ordre; car toute surface reglee (non developpable) a son ordre 
egal a sa classe *). 

Chaque plan mene par la direcirice rectiligne donnee R rencontre la 
conique C en deux points, donc il contient deux generatrices de la surface: 
le lieu de Tinterseclion de ces deux generatrices est la droite double (ligne 
de striction) de la surface. C'est-a-dire: par chaque point de la droite 
double passent deux generatrices situees dans un plan passant par la di- 
rectrice R. Ces generatrices determinent deux involutions, Tune sur la 
droite R, Tautre sur la conique C. Les Clemens doubles de ces involutions 



^) Cayleij: Cambridge and Dublin Math. Journal. VII, p. 171. 
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sont en mdme temps reels ou imaginaires ; ils sont individues par ies plans 
tangens a la conique C menes par la droite R. 

II est evident que le plan de la coniqae C contient une generatrice 
de la snrface; car la trace de R snr ce plan aura son point homotogoe 
sur la coniqae, et la droite qui Joint ces points sera une generatrice de la 
surface. Cette möme droite rencontrera la coniqae dans on second point; par 
leqael passe la droite doable« 

2. Si Ton considere de noaveao Ies formes projectives proposees 
R et C, un point qaelconque de la droite R, et la droite tangente a la co- 
nique an point homologue determinent an plan. Ce plan est osculateur d^une 
courbe ä double courbure dont on demande la clasae. 

Par un point O pris arbitrairement dans Tespace et par la droite jR 
menons an plan qui coapera le plan de la conique C suivant une droite S, 
et imaginons un faisceau de droites perspectif a la droite R et ayant son 
centre en O. Ce faisceau divisera la droite jS homographiquement a la 
droite R. Une tangente fixe (arbitraire) T de la conique C est divisee par 
toutes Ies autres tangentes homographiquement a la droite R; donc nous 
aureus sur Ies droites S el T deux series projectives de points. La droite 
qui Joint deux points homologues de ces series enyeloppe une conique K 
qui toucbera Ies droites j9 et T^ et par consequent aura trois autres tangentes 
communes avec la conique C Ces trois tangentes communes avec le point O 
determinent trois plans qui evidemment sont osculateurs de la courbe cherchee, 
et sont Ies seuls qui passent par O. Donc cette courbe est de la troisieme 
classe (et du troisieme ordre *y). 

Le plan de la conique C est osculateur de la courbe nommöe Qcubique 
gauche) et par la droite R passent deux plans osculateurs (reels ou imagi- 
naires) de la möme courbe. 

3. Röciproquement: soient donn^es une cubique gauche, un plan os- 
colateur et une droite R intersection de deux autres plans osculateurs (yee\s 
ou imaginaires). Le premier plan osculateur coupera la surface döveloppable, 
dont la cubique est Tardte de rebroussement, suivant une conique C**). Les 
plans osculateurs de la cubique gauche determinent sur la droite R et sur la 
conique C deuxs series projectives de points. ' La droits qui Joint deux 



♦) Schröter: Ce Journal, Tome 56, p.27. 
^) Möbiuez Der barycentrische Calcol, p. 120. 
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pointa homohguea de ces formes engendre une surface du traisieme ordre 
(et troisietne clasee), dont la droite double git dans un plan osculateur 
de la cubique gauche, 

Si la droite jR est fixe, et Ton fait varier le pian de la conique C, 
on obtiendra un faisceau de surfaces cubiqaes, dont les droites donbles for« 
meront un hyperboloide a une nappe, et Ton aura sur la cubique gauche une 
Involution, dont deux elemens conjugues sont le plan variable de la conique C 
et le plan osculateur qui passe par la droite double correspondante. 



4. On donne deux formes projectives: Tune seit un faisceau de plans 
passant par une mdme droite R; Tautre seit un faisceau de plans fangens 
a un möme cöne C du second ordre. Les elemens homologues s'entrecoupent 
dans une droite qui engendre une surface cubique, dont R est la droite 
double. Par un point quelconque de jR passent deux generatrices, dont le 
plan lourne autour d'une droite fixe jS. C'est-a-dire: chaque plan qui 
passe par cette droite j9 contient deux g^neratrices qui donnent lieu a une 
involution de plans sur le cöne C et a une deuxieme Involution de plans 
par R. Les elemens doubles de ces involutions sont individues par les points 
oü R perce C 

La droite jR aveo le som*met du cöne C determine un plan, qui aura 
son correspondant langent a cette surface; la droite interseclion de ces plans 
sera une generatrice de la surface. Par cette generatrice passe un autre plan 
tangent du cöne, et ce dernier plan passe aussi par la droite jS. 

5. Dans les formes projectives donnees je considere un plan du 
faisceau R et la generatrice de contact du plan homologue tangent au cöne C 
La generatrice perce le plan en un point, dont le lieu est une cubique gauche 
qui passe par le sommet du cöne et par les intersections de cette surface 
avec la droite donnee. 

6. Reciproquement : je suppose maintenant que Ton ait une cubique 
gauche, un de ses points comme sommet d'un cöne C passant par la courbe, 
et une droite jR qui s'appuie en deux points (reels ou imaginaires) de la 
möme cubique. Chaque point de In courbe donne lieu a un plan passant 
par R, et a un autre plan tangent au cöne C. Ces plans forment deux 
systemes projectifs. La droite intersection de deux plans homologues en- 



Digitized by 



Google 



Creme na y sur les Ugnes gauches de iromime ordre ei classe. 141 

gendre une sorface cubique qui contient une aulre directrice rectiligne jS 
rencontrant la cabique en an seul point. Si la droite R est fixe, et Tod fait 
varier le sommet du cöne C, od oblient un Systeme de snrfaces cubiques et 
la droite S engendre un hyperboloide a une nappe. De plus, on aura sur 
la cubique gaucbe une involution formee par les sommets des cönes et les 
points d'appui des droites iS> correspondantes. 



III. 

7. On a deux formes projectives : une serie de points tlans une droite 
R, et un Systeme de droites generatrices d'un byperboloide JB. Quelle est 
la courbe a double conrbure oseulee par le plan determine par deux elemens 
bomologues des formes proposees? Fixons arbitrairement une generatrice i9 
de Tautre Systeme dans Tbyperboloide; cette generatrice sera divisee par les 
droites du Systeme donne homograpbiquement ä la droite R. On a donc deux 
series projectives de points sur les droites R, S; et ön sait que la droite 
qui Joint deux points bomologues engendre un hyperboloide K passant par 
les droites R et jS. II est d'ailleurs evident que chaque plan individue par 
deux elemens bomologues des formes proposees est tangent aux hyperbololdes 
H et K; donc la courbe demandee est oseulee par les plans tangens com- 
muns a deux byperbololdes qui ont une generatrice commune (S). Donc eile 
es.t une cubique gaucbe qui a deux plans osculateurs passant par jR. Cette 
courbe a en outre un plan osculateur passant par chaque generatrice de Thyper- 
bololde du Systeme donne, et deux plans osculateurs passant par chaque droite 
de Tautre Systeme. 

8. Soient donnees de nouveau deux formes projectives, dont Tune 
seit un faisceau de plans par une droite R, et Tautre un Systeme de gen6« 
Patrices d'un hyperboloide H. Deux elemens bomologues s'entrecoupent en 
un point, dont on demande de connaltre le lieu geometrique. Fixons une 
generatrice jS de Tautre Systeme; cette droite avec les generatrices du Systeme 
donne donne lieu a un faisceau de plans homographique au faisceau donne. 
La droite intersection de deux plans bomologues de ces faisceaux projectifs 
engendre un second hyperboloide K, passant par R, S. On voit aisement 
que chaque point du lieu demande est commun aux deux hyperbololdes ; donc 
ce lieu est la cubique gauche intersection de ces surfaces, qui ont deja en 
commun la droite jS>. La cubique gauche n deux points sur R; un point sur 

Jottnial fttr Mathematik Bd. LVIII. Heft 2. 19 
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chacune des generatrices donnees, et deux points sur chacune des droites de 
Tautre sysleme*). 

9. Reciproquement, supposons que Ton ait nne cubique gaucbe et qd 
hyperboloide touche par toQS les plans oscalateors de la courbe. Par chaque 
generatrice de Tan Systeme, dans Thyperboloide, passe un seul plan oscalatear 
de la cubique, et par cbaque generatrice de Taulre Systeme passent deux plans 
osculateurs. Imaginons aussi une droite, intersection de deux plans osculateurs 
(reels ou imaginaires). Cette droite sera coupee par les plans osculateurs qui 
passent par les generatrices du second Systeme en deux series de points en 
Involution. Les plans osculateurs qui passent par les generatrices du premier 
Systeme forment sur cette m£me droite une division projective au Systeme 
nomme de generatrices. D'oü il suit que les plans osculateurs de la cubique 
et les generatrices du premier Systeme situees dans ces plans constituent deux 
formes projectives. 

On a maintenant une cubique gaucbe et un byperbololde passant par 
cette courbe. L'hyperbololde a deux systemes de generatrices: toutes les 
droites de Tun Systeme s'appuient ä la courbe en un seulpoint, et toutes les 
droites de Tautre Systeme s'appuient ä la courbe en deux points. Si Ton 
donne aussi une droite qui soit corde (reelle ou ideelle) de la cubique, eile 
determinera avec les points de la courbe qui sont dans les droites du second 
Systeme une Involution de plans, et avec les points de la courbe qui appar- 
tiennent aux droites du premier Systeme un faiscean de plans projectif a ce 
mdme Systeme de generatrices. D'oü il suit que les points de la courbe et 
les generatrices du premier Systeme constituent deux formes projectives. 

Les deux systemes de generatrices d^un hyperboloide qui passe par 
une cubique gaucbe, ou qui touche les plans osculateurs d'une teile courbe se 
correspondent aussi projectivement entre eux. 

Une conique situee dans la surface developpable dont Tardte de re-* 
broussement est une cubique gauche est une forme projective a la cubique. 
A un point qnelconque de celle-ci correspond le point de Ja conique situe 
dans le plan osculat^ur de la cubique au point sus-dit. La droite qui Joint 
ces points homologues est tangente ä la cubique, et par cons^quent eile en«- 
gendre la surface developpable du quatrieme ordre et de la troisieme classe, 
dont la cubique est Tardte de rebroussement. 



*) Chastes: Journal de M. lAouville, annee 1857, p. 397. 
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Un cöne de second ordre passant per une cubiqne gauche est une 
forme projective a celle-ci. A un point de la cobique correspond le dian 
tangent du cöne qui passe par ce point. 

10. Applications. On donne un hyperboloide et cinq de ses points 
^19 ^2 9 ^3? ^h') ^5; on demande de construire une cubique gauche qui passe 
par ces points et seit situee sur la surface nommee. La courbe cherchöe 
sera le lieu de Tintersection des elemens homologues de deux forroes pro* 
jeciives, dont Tune seit un faisceau de plans et Tautre seit un Systeme de 
generatrices de Thyperbololde. On peut prendre pour axe du faisceau la 
droite aj^a^; les plans ai{a^as)^ 02(^4^5), ^(^4^s) seront trois plans du 
faisceau. Les elemens homologues de Tautre forme seront les generatrices 
du premier (ou du second) Systeme qui passent par üi^ Oj, a^. Alors a 
chaqne plan passant par 114^5 correspondra une generatrice du mdme Systeme, 
et rintersection de ces elemens sera un point de la cubique cherchee. Comme 
on est iibre de prendre le Systeme de generatrices que Ton veut, ainsi il 
y aura deux cubiques gauches salisfaisant a la question (proposee par M. 
CAastes*^^ 

Pour deuxieme application, proposons nous de construire la cubique 
gauche qui s'appuie sur cinq droites donnees Ai^. A^^ J3, J4, A^. Eile sera 
evidemment Tintersection des hyperbololdes delermines par les deux ternes de 
droites: A^A^A^^ A^A^A^ qui ont une droite commune il). Cette constractioD 
est aussi une consequence du theoreme connu: on peut construire cinq fais* 
ceaux homographiques de plans, dont les axes soient cinq droites donnees, et 
ou cinq plans homologues passent toujours par un mdme point. 

On donne quatre faisceaux homographiques de plans, dont les axes 
soient les droites Ai^ ^#2, ^3, A^. On demande combien de fois quatre plans 
homologues se coupent dans un mdme point **)f Les faisceaux projectifs 
Ai et J2; Ai et J3; A^ et A^ donnent trois hyperbololdes qui ont une 
generatrice commune A^. Ces hyperbololdes, abstraction faite de cette ge- 
neratrice s'entrecoupent en quatre points seulement ***) et il est bien evident 
que par chacun de ces points passent quatre plans homologues des faisceaux 
donnes. 

On demontre analoguement qu'il y a generafement quatre plans, chacun 

*) Journal de M. LlouviUe, annee 1857, p. 397. 

**) Steiner: Systematische Entwickdung der AbMlavig^eH etc. p. 298. 

***) Chasles: Journal de M. lAonville, 1. c. 

19* 
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contenant quatre points homologues de quatre divisions bomographiques sor 
quatre droites donnees^). 

Si les quatre faces d'un tetraedre mobile tournent autour de quatre 
droites fixes A, B, C, D, el que les cötes de la premiere face s'appuient 
sur trois antres droites fixes L, M, JN, le sommet oppose ä cette face en« 
gendrera une courbe qu'on demande de connaltre. La premiere face du 
tetraedre, en tournant autour de A, divise homographiquement les droites L, M, 
Nf soient l, m, n trois points homologues de ces divisions. U en suit que 
IB, mC, nD sont trois plans homologues de trois faisceaux projectifs; donc 
leur point dMntersection engendre une cubique gauche, qui s'appuie en deux 
points sur chacune des droites L, M, N **). 

Ayant dans Tespace trois points a, b, c et trois plans a, ß, y, si 
autour d'une droite fixe on fait tourner un plan 4ransyersal qui coupera les 
trois plans donnes suivant trois droites A, B, C, les plans Aa, Bb, Cc se 
couperont en un point, dont on demande le lieu geometrique. Soient a', b\ c' 
les points oü la droite donnee rencontre les plans a, ßj y. Ces plans con- 
tiennent trois faisceaux projectifs de droites, dont a\ b\ c* sont les centres, 
et .^^ B, C sont trois rayons homologues. Donc les droites aa', bb', cd 
sont les axes de trois faisceaux projectifs de plans, dont Aa, Bb, Cc sont 
trois elemens correspondans, et par consequent le point commun ä ces plans 
engendrera une cubique gauche qui aura deux points sur chacune des droites 
aa', bb', cc' •**). 

!¥• 

11. On donne un hexagone gauche 123456 inscrit dans une cubique 
gauche. Par les cötes de Thexagone menons six plans a un point quelconque 
X de la courbe. Ces plans cogpent les cötes opposes respectivement ä ceux 
par lesquels ils passent en six points a, b, c, a', b', c' {a, b, c etant sur 
trois cötes consecutifs, et a', V , c' sur les cötes opposes). Ces six points 
sont dans un mime plan qui passe par le point variable x de la courbe, 
et par une droite fixe. Cette droite fixe est une corde reelle ou ideelle 
de la cubique. Les six points a, b, ... d forment un hexagone de Brianchon 
(les diagonales aa', bb', cc' se rencontrent au point x"). 



♦) Steiner: 1. c< 

** 



Steiner: 1. c. 

Choiles: AperQu historique etc. Note 33*. 

CAasles: Apercu etc. I. c. 
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Si le point x parcourt la cobique, les points a, b, , . . c' engendrent 
six divisioDS homographiqaes sur ies cdtes de Thexagone; les droites aa', 
bb', cc' engendrent trois byperbololdes qui passent tous par la cubiqae et 
cbacun par une couple de cötes opposes de Thexagone. Ces trois byperbololdes 
ont pour generatrice commune ä tons trois la cor^e fixe sur la quelle tourne 
le plan des six points a, b, ... c\ 

C'est-ä-dire: les trois byperbololdes qui passent par une cubique 
gaucbe et cbacun par une couple de cötes opposes d'un bexagone inscrit dans 
la cubique ont en commun une mdme generatrice qui est une corde reelle ou 
ideelle de la courbe. 

12. Si par un des sommeta de Vhexagone gauche on mene deux 
plans tangens ä la cubique, qui passent respeclivement par les cötes qui 
ont en commun le dit sommet, ces plans coupent les cötes opposes en 
deux points, qui avee le premier sommet dSterminent un plan passant 
aussi par une droite fixe, quelque sott le sommet qtion a choisi dans 
Vhexagone. Gelte droite fixe est la mSme qui est commune aux trois byper- 
bololdes, et autour de la quelle tourne le plan ab...c\ 

On peut nommer cette droite la caracteristique de Tbexagone 123456. 

Six points de la cubique donnent Heu a soixante bexagones; cbacun 
d^eux a sn caracteristique et ses trois byperbololdes. Un byperbololde con- 
tient quatre caracteristiques ; par exemple les bexagones 

(123456), (126453), (123546), (126543) 
ont leurs caracteristiques situees sur rbyperbololde (12 — 45). Cbaque ca- 
racteristique est commune a trois byperbololdes, donc il y a quarante-cinq 
byperbololdes pour six points donnes sur la cubique gaucbe. 

On deduit tres ais^ment du tbeoreme fondamental donne ci-dessus la 
suivante proposition de M. CAasles*'): 

Quand un eptagone gaucbe a ses sommets situes sur une cubique 
gaucbe, le plan de Tun quelconque des angles de i'eptagone et les plans des 
deux angles adjacens rencontrent respectivement les cötes opposes en trois • 
points qui sont dans un plan passant par le sommet du premier angle. 

V, 

13. Une cubique gaucbe peut avoir trois asymptotes reelles, ou bien 
une seule asymptote reelle, et deux imaginaires. Comme cas particuliers , la 

♦) Apercu etc. 1. c. 
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courbe peut avoir une seule asymptote reelle ä distance fioie, et les deux 
autres coincidentes a rinfini, ou bien eile peut 6tre osculee par le plan a rin- 
fini. U serait bon d'adopter les denooiinations que M. Seydewilz^^ propose 
pour ces quatre formes de cubique gauche, savoir: Ayperbole jauche; ellipse 
gauche; hyperbole parabotique jauche; parabole gauche. 

Vellipse gauche a deux plans osculateurs paralleles entre eux 
qui coupent la surface developpable (dont la courbe est Varele de r«- 
broussement) suivant deux paraboles; tous les autres plans osculateurs 
coupent la meme surface suivant des ellipses ou des hyperboles. Les 
centres de toutes ces coniques sonl sur une hyperbole dont le plan est 
parallele et equidistant aux deux plans osculateurs paralleles. Une 
brauche de fkyperbole locale contient les centres des ellipses; Vautre 
brauche contient les centres des hyperboles. Les points de la cubique 
auxquels correspondent des ellipses sont sifues entre les plans osculateurs 
paralleles; les points aiixquels correspondent des hyperboles sont au de-- 
hors. Le plan de Vhyperbole locale rencontre la cubique en un seui 
point reel**) et coupe les cönes du second ordre qui passent par la courbe 
suivant des ellipses. 

L' hyperbole gauche n'a pas de plans osculateurs paralleles; tous 
ses plans osculateurs coupent la surface developpable qu'ils enveloppent 
suivant des hyperboles, dont les centres sont sur une ellipse. Le plan 
de cette ellipse rencontre la cubique en trois points reels, et coupe les 
cönes du second ordre qua passent par la cubique suivant des hyperboles. 

Vhyperbole parabotique gauche est FarSte de rebroussemefd d'une 
surface developpable qui est coupee par ses plans tangens suivant des 
hyperboles, ä Vexoeption d*un seul qfU la coupe suivant une parabole. 
Les centres de ces hyperboles sont sur une autre parabole. Les deux 
paraboles sont dans un weme plan; et ce plan coupe les cönes 4u second 
ordre qui passent par la cubique suivant des paraboles. 

' La parabole gauche a toutes ses asympotes qui cotncident ä finfini. 
Les plans osculateurs coupent la developpable suivant des paraboles. 

*) Gruneris Archiv etc. X, p. 203. 

**) Chaque pl(Ui passani par uue droiie mterseciion de deujc plans osculateurs 
reels (imayinaires) coupe la cubique gauche en un seul point reel {en trois points 
räels): theoreme qoe j'at demontr^ «nienrs QAnnati di Maiematica, ifennaie-febbraio 
1859). M. Joachimsthal avait donn^ ce meme theoreme dans la savante Note qni sirit 
le memoire de M. Sehröter (ce Journal, B. 56, p. 45). 
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14. M. Seydewitz a dijä obserye que par une hyperbole gaucbe 
passent trois cylindres du second ordre byperboliqaed; par une ellipse gaucbe 
passe un seul cylhidre ellipiique; par l'byperbole parabolique gaucbe passent 
deux cylindres, Tun hyperbolique et Tautre parabolique ; enfin par la parabole 
gaucbe passe un seul cylindre parabolique. Cela nous aidera a enoncer des 
propositions nouvelles. 

Concevons la drolte intersection du plan osculateur au point a d'une 
cubique gaucbe avec le plan qui coupe cette courbe en a et la touche en b; 
toute corde de la cubique qui 8*appuie ä cette droite est rencontree har- 
moniquemenl par une deuxieme droite qui est Tintersection da plan osculateur 
en b avec le plan secant en b et tangent en a, 

Cette interessante propriete donne Heu ä plusieurs consequences. Si 
Tune des deux droites dont il est question ci-dessus lombe ä Tinfini, la corde 
est bissectee par Tautre droite. Cela donne lieu au theoreme qui suit : 

En chaque point d*une parabole gauche on peut mener un plan 
tangefit, qui soit parallele au cylindre passant par la courbe. Toute 
corde de celle-ci, parallele ä ce plan est divisee en deux parties egales 
par une droite (diametre) qui est l'intersection du plan osculateur et du 
plan secant au mStne point et tangent ä Vinfini. Tous ces diametres dont 
un passe par chaque point de la parabole gauche sont paralleles ä un 
meme plan, savoir ä la direction commune des plans tangens ä Finfini. 

Cette propriete qui, dans la parabole gaucbe, subsiste pour chacun de 
ses points, appartient aussi ä Tbyperbole et ä Tellipse gaucbe, mais seulemenl 
poar les points (trois ou un seul) oü elles sont rencontrees par le plan des 
centres des coniques inscrites dans la surface developpable dont la courbe 
gaucbe est Paröte de rebroussement. 

Donc f ellipse gauche a un diametre qui* rencontre en un menne 
point la courbe et le plan des centres. he plan qui touche la courbe en 
ce point et est parallele au cylindre ellipiique passant par celle-d, est 
aussi parallele aux cordes divisSes en deux parties Egales par le dia- 
metre nommä. 

U hyperbole gauche a trois diametres. Ici il faut remarquer que: 
ä chaque point commun ä la cubique et au plan des centres correspond 
une asymptote de celle-^ci ou bien un des trois cylindres hyperboliques. 
Voila en quo! consiste cette correspondance: 

Le plan osculateur de Fhyperbole gauche en un point du plan 
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des centres, et te plan qui* passe par ce poinl et par Tasymptote cor-- 
respondante, s^entrecoupent suivant une droite qui est un diamelre de la 
conique interseclion du plan osculateur avec le cylindre hyperhoKque qui 
contient Casymptote notnmee. 

VI. 

15. On sait que le point de concours et les points de contact de trois 
plans oscalateurs d^une cubique ganche sont en un mdme plan *'). Le point 
de concours a re9U le nom de foyer du plan. Tons les plans qui passent 
par une mdme droite ont leurs foyers sur une autre droite, et tous les plans 
qui passent par cette deuxieme droite ont leurs foyers sur la premiere. Deux 
droites, telles que les points de Tune soient les foyers des plans qui passent 
par Tautre ont roQU la denomination de droites reciproques, Une droite qui 
seit Tintersection (reelle ou ideelle) de deux plans osculateurs, et la corde 
(reelle ou ideelle) qui Joint les points de contact sont des droites reciproques. 

On sait que dans un plan quelconque il n'y a qu'une droite qui soit 
intersection de deux plans osculateurs **), et par un point quelconque on ne 
peut mener qu'une corde de la cubique gauche ***). 

Concevons un plan qui coupe un autre plan contenant une conique et 
cberchons le pole de la droite intersection des deux plans par rapport ä la 
conique; nous dirons que ce point est le pole du premier plan par rapport 
ä la conique. 

Cela premis, les pöles d'un plan quelconque par rapport ä toutes 
les coniques inscrites dans la developpable , dont une cubique gauche 
donnee est VarSle de rebroussement, sont tous dans une conique, dont le 
plan a tous ses pöles, /ßar rapport aux mSmes coniques inscrites, datis 
une autre conique situee dans le pretnier plan. 

J'appelle conjoints deux plans tels que Tun contient les pöles de Taulre 
par rapport aux coniques inscrites dans la developpable, et conjointes les co- 
niques lieux des pöles de deux plans conjoints. 

Deux plans conjoints s'entrecoupent suivant une droite qui est 
toujours Vintersection (reelle ou ideelle) de deux plans osculaleurs, et 



*) Chasles: Journal de H. Liouville, annee 1857, p. 397. 
♦♦) Schröter: ce Journal, B. 56, p. 33. 
*♦*) Chasles rl c. 
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par consequent ils ont leura foyers sur la droile qtii passe par les pcints 
de contacL 

II suit de lä qae: 

Toute droite qui sott Vintersection de deux plans osculateurs est 
taxe d'un faisceau de plans conjoints deux ä deux; ces plans forment 
une involution dont les etemens doubtes sont les plans osculateurs. 

Toute corde de la cubique gauche contient les foyers d'un faisceau 
de plans conjoints deux ä deux; ces foyers forment une involution dont 
les elemens doubles sont les points de la cubique. 

16. Toutes les coniques conjointes qui appartiennent ä un mime 
faisceau sont situees sur un mime Hyperboloide ä une nappe; et le Heu 
geometrique de leurs centres est une conique dont le plan passe par la 
droite des foyers. 

II est facile d'etablir aussi Tespece de ces coniques conjointes, selon 
les divers cas ä considerer. Par exemple, pour la parabole gauche on a le 
theoreme qui suit: 

Toutes les coniques conjointes qui appartiennent ä un mime 
faisceau sont des hyperboles, ä Vexception d'une seule parabole dont le 
plan passe par le point central de l'involution des foyers. Les centres 
de ces hyperboles sont dans une parabole. Les cordes de cette parabole 
qui joignent deux ä deux les centres des coniques conjointes passent 
toutes par un mime point. Les asymptotes des coniques conjointes sont 
toutes paralleles d deux plans. 

VII. 

17. li est facile de construire une cubique gauche sur un des cylindres 
qui passent par eile. Üne cubique gauche etant rapportee ä trois axes, nous 
supposerons que Tunit^ lineaire change de i'un axe ä Pautre; e^primera 
toujours une variable. 

On construit tres aisement la parabole gauche au moyen des equations : 

x^ß", y = ffy « = ö ♦). 
L^equation : 

Z^-y = 

represente le cylindre (parabolique) qui passe par la courbe. L^origine des 



*) Annali di Matematica — Roma — maggio 1858; settembre 1858; gennajo 1859; 
loglio 1859. 
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coordonnees est un point qoelcooque de celle-ci; le plan des zy est oscur 
lateor; celui des xz est tangent ä Torigine et parallele an cylindre; le plan 
des xy est tangent a Tinfini. 

La courbe n'a qu'une branche qui s'etend a Tinfini tout le long da 
cytindre, saas asymptotes. 

18. Ponr rbyperbole parabollque gaache on a les equalions: 

a est une constante. Le cylindre paraboliqae qui passe par la courbe est 

represente par requation: 

z^—y = 0. 

L'origine est an point arbitraire de la courbe; le plan des zy esl osculateur; 
celui des xz est tangent ä Porigine et parallele au cylindre paraboliqae; le 
plan des yx est parallele aux deux cylindres qui passent par la courbe. 

La courbe est composee de deux branches infinies, dont cbacune a 
un bras sans asymptote; les deux aulres bras ont une asymptote commene 
qui est une generatrice du cylindre paraboliqae. ' 

Les deux branches dilFerent en cela, par rapport au cylindre parabolique, 
que, si on suppose ceci vertical, les bras d'une branche s'etendent tous deux 
en baut ä Tinfini, tandis que Pautre brauche a un bras qui s^etend en haut, et 
Tautre'qui s'etend en bas. 

On peut construire Thyperbole paraboliqae gaocbe aussi par les equations: 

L'equation : 

y« — a = 

represente le cylindre byperbolique qui passe par la courbe. Des deux nappes 
de ce cylindre, Tune contient une branche, Tautre contient Tautre branche de 
la courbe gauche. 

19. On construit l'ellipse gauche au moyen des equations: 

_ g» _ 0« _ e 

Tequatiön du cylindre elliptique qui passe par la courbe est: 

Ici Torigine est le point de la courbe ou eile est rencontree par le plan des 
centres des coniques inscrites dans la developpable dont la courbe gaocbe est 
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Faröte de rebroussement. Le plan des yz est oscalateur; celai des zx est 
tangent a Torigine et parallele au cylindre ; celoi des xy est langen! a rinfini. 

La courbe a ane senle brauche qui s'etend a rinfini tont le long du 
cylindre, et s'approcbe d'une asymptote qni est une generatrice da mdme 
cylindre. 

20. Si on cbange a^ en — a^ les mdmes equations conviennent a 
rhyperbole gaucbe, consideree sar an quelconque des trois cylindres byper- 
boliques qui passent par eile. La courbe est composee de trois branches in- 
finies, dont cbacune s'approche de deux asymptotes. Deux branches sont situees 
sur la nappe du cylindre (qu'on considere), qui contient une asymptote; la 
troisieme brauche est sur Tautre nappe. 

En rapportant les trois branches aux six nappes des cylindres, on 
trouve que par chaqne brauche passent trois nappes appartenant a trois divers 
cylindres; une de ces nappes ne contient pas d^asymptotes , et chacune des 
antres en contient une. 

Milan, 27. mars 1860. 
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Ueber die Vertheilung der statischen Electricitat 
in einem kreisförmig begrenzten Segment einer 

KugelflAche. 

(Von Herrn R. Lipschiiz zu Bonn.) 



Uie Einsiebt in die Vertbeilung der statischen Electricitdt bei einem 
leitenden Körper von bestimmter Gestalt bangt bekanntlich davon ab, dafs sein 
Zustand unter zwei einfachen Voraussetzungen theoretisch erforscht ist. Nach 
der einen Voraussetzung ist dem Leiter ein gewisses Quantum Electricität 
mitgetheilt, und es wirken keine dufsern Kräfte auf denselben, nach der andern 
übt ein aufserhalb des Körpers befindlicher Massenpunkt eine erregende Wir- 
kung aus. Die beiden Aufgaben, welche hieraus entspringen, werden im Vor- 
liegenden fOr den Fall gelöst werden, dafs die Form des Leiters als das durch 
einen beliebigen Kreis begrenzte Segment einer Kugelfläcbe betrachtet wird, 
indem die eine Dimension des Körpers^ gegen die beiden andern Dimensionen 
verschwindend klein ist. Die erste der bezeichneten Aufgaben hat Green 
mit der Einschränkung behandelt^), dafs bei dem Leiter nur ein kleines 
Segment zur ganzen Kugelfläche fehle, und dafs kleine Gröfsen von höherer 
Ordnung als der Quotient des Radius des begrenzenden Kreises durch den 
Radius der Kugel vernachlässigt werden. Die gegebene Auflösung steht mit 
der meinigen in vollem Einklang, eine andre Arbeit über diesen Gegenstand 
ist mir aber nicht bekannt geworden. Die Untersuchung, welche den Inhalt 
des Folgenden bildet, beruht wesentlich auf den Eigenschaften derjenigen 
Function, mittelst welcher die Wirkung einer durch einen electrischen Massen- 
punkt inducirten leitenden Kreisscheibe in einem frOhern Aufsatz dargestellt 
ist **), und die hervorgehenden Resullate, die den enlsprechendeä Sätzen fQr 
die Kreisscheibe an Einfachheit gleichkommen, lassen das gemeinsame Band 



*) Band XLVII, pag. 174ff. dieses Journals. 
**) Beiträge zur Theorie der Vertheilung der statischen und der dynamischen 
Electricität in leitenden Körpern (S. pag. 1 ff. und pag. 39 dieses Bandes). 
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zwischen diesen und den für die ganze Kugelfificbe geltenden Sätzen deutlich 
erkennen. 

Indem ich zu dem Gegenstande der Mittheilung Obergehe, fixire ich 
die Lage des, leitenden Kugelflächensegnients, das jS genannt werden soll, so, 
dafs die begrenzende Kreislinie in eine horizontale Ebene fällt, und das Seg- 
ment iS> sich oberhalb dieser Ebene befindet. Die Fläche der ganzen Kugel, 
zu der iS gehört, mag K, die Fläche des begrenzenden Kreises F heifsen; 
der Radius von K werde mit r^, der Radius von F mit c bezeichnet. Der 
Anfangspunkt der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z sei der Mittelpunkt O 
von F, die Axen der x und der y seien in der horizontalen Ebene ange- 
nommen, die Axe der z vertikal nach oben gerichtet; dann hat der Mittei- 
punkt M der Kugelfläche K die Coordinaten jr = 0, y = 0, z=^e'^{rl—c% 
indem b die positive oder negative Einheit bedeutet, je nachdem das Segment 
iS gröfser oder kleiner ist als die halbe Fläche K. Die Beantwortung der 
im Eingange erwähnten beiden Fragen soll jetzt durch ein Verfahren ver- 
mittelt werden, das auf Veranlassung der zweiten Frage bei einem Leiter von 
beliebiger Form von Green angegeben und auch in dem angefahrten Aufsatz 
erörtert ist. Es sei nämlich Ä ein aufserhalb des Segments iS' beliebig ge- 
legener fester Punkt, in welchem die negative Einheit des electrischen Fluidums 
concentrirt sein möge, so besteht dies Verfahren darin, eine Potentialfunction 
r für den ganzen Raum mit Ausnahme der Fläche jS^ zu suchen, welche auf 
den Punkt B bezogen die Eigenschaft hat, gleich der reciproken Entfernung 
der Punkte B und A zu werden, sobald B ein Punkt der Fläche jS^ ist, und 
zu verschwinden, sobald B sich von S unendlich weit entfernt. Durch den 
Ausdruck Potentialfunction fOr den ganzen Raum mit Ausnahme der Fläche <S 
deute ich die Forderung an, dafs v im ganzen Räume mit Ausnahme dieser 
Fläche der Laplaceschen Differentialgleichung 

genflge und mit Einschlufs seiner nach jeder beliebigen Richtung genommenen 
ersten Differentialquotienten endlich und stetig sei. Nun existirt immer eine 
und zwar «eine einzige Potentialfunction, welche jene aufgestellten Bedingungen 
erfallt, und diese ist identisch mit dem Potential derjenigen Belegung von S, 
die durch den in A befindlichen Massenpunkt erregt ist und gebunden bleibt, 
wenn man nach vollendeter Induclion den Leiter S mit einem andern Leiter 
von unendlich grofsen Dimensionen verbindet. Ist v gefunden, so erhält man 
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die Dichtigkeit p der betreffenden Massenschicht im Punkte B von jS durch 
die Relation 

(2.) - 4np = (|^X^,,„ - (|^X_,,. , 

WO der radius vector MB gleich r gesetzt ist, die neben den Klammern 
stehenden Ausdrücke die Werthe von r angeben, und dr^^ eine unendlich kleine 
positive Gröfse bedeutet. Da aber jede Belegung des Segments jS^ als eine 
Belegung der Flache K angesehen werden kann, bei welcher jeder aafser- 
halb iS liegende Punkt die Dichtigkeit Null hat, so läfst sich die Gleichung (2.) 
durch die folgende einfachere ersetzen: 

(2*0 4., = 2(-|lX_,^^ + !(.).., 

welche fflr jede beliebige Massenvertheilung auf der Kugelflfiche und das von 
derselben herrührende Potential gilt *). Die zweite der aufgestellten Fragen 
ist somit erledigt. 

Wenn der Punkt A mit dem Kugelmittelpunkt JU zusammenffillt, so 

mufs V an der ganzen Fläche iS gleich — , also constant sein. Die ent- 

sprechende Massenscbicht ist alsdann identisch mit derjenigen, welche sich ohne 
Einwirkung fiufserer Kräfte aus dem gleichen Quantum Electricitat bildet; denn 
diese Vertheilung mufs fQr die ganze Fläche einen constanten Potentialwerth 
hervorbringen und ist durch diese Bedingung vollkommen bestimmt. Die dem 

Potentialwerth — correspondirende Electricitätsmenge Qj^f ist die Summe der 

betreffenden Dichtigkeit p, also bekannt ; soll daher die Vertheilung einer ge- 
gebenen Electricitätsmenge q ohne Action äufserer Kräfte bestimmt- werden, 
worin die erste der aufgestellten Aufgaben besteht, so ist die Dichtigkeit gleich 

-^Q und das Potential, der Wirkung gleich -^t? zu nehmen, indem die 

Gröfsen q und v sich auf die Lage des Punktes A \n M beziehn. Hierbei 
kann bemerkt werden, dafs fOr jede Lage des Punktes A die Summe der 
Dichtigkeit q mit Hfllfe von v ohne Integralzeichen darstellbar ist. Benutzt 
man einen Cruti/irischen Satz **), bei dem zwei Belegungen derselben Fläche 



*) S. Dirichlei : über einen neuen Ausdruck der Dichtigkeit einer unendlich dQnnen 
Kugelschale etc. in den Abhandlungen der Berliner Academie vom Jahre 1850. 

**) S. Ganfa: Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhält- 
nisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstofsungskräfte, art. 19. 
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betrachtet werden, und nimmt erstens die vom Punkte A berrOhrende Scbicbt 
Pji mit dem Potential v^, zweitens die vom Punkte M herrührende Schicht ^ju 
mit dem Potential Vj^, so entsteht die Gleichung 

In derselben ist Bk das Flfichenelement von K, die Integration gebt auf die 
Fläche S, die Werthe v^ und Vj^j sind so zu nehmen, dafs bei der Integration 
der Punkt B sich in iS bewegt. Da nun för diese Fläche Vj^^ constant gleich 

— , v^ gleich der reciproken Entfernung der Punkte B und A ist, so wird 
die linke Seite der Gleichung gleich der Electricilfitsmenge I^A^k oder 0^ 
mal — , und die rechte Seite gleich dem Potential der Belegung if^ in Bezug 

auf den Punkt A, d. h. gleich dem Werthe von Vm, sobald man den Punkt 
A frir den Punkt B setzt. Bezeichnet man diesen Werth durch v^^a^ so 
kommt ffir die Electricitätsmenge Qa die Gleichung 

(3.) Qa = ^üt^M,^, 
die fflr jede Lage des Punktes A gilt. 

Vor der Aufstellung des allgemeinen Ausdrucks fOr v ist es zweck- 
mäfsig, an den besondern Fall, dafs das Segment i9 in die ganze Kugelfläche 
K abergeht, einige Bemerkungen anzuknöpfen. Bekanntlich grfindet sich als- 
dann die Bestimmung des Potentials der durch einen electrischen Massenpunkt 
erregten Vertheilung auf einen geometrischen Satz, der folgendermafsen lautet: 

Wenn der (inducirende) Punkt A mit dem Kugelmittelpunkt BA durch 
eine gerade Linie verbunden und in dieser mit A auf derselben Seite von M 
ein Punkt A^ so bestimmt wird, dafs das Product der Abstände MA und MA^ 
gleich dem Quadrat des Radius r^ ist, wenn ferner B irgend einen Punkt der 
Kugelfläche K bedeutet, so gilt die Proportion 

(4.) BA.BA^ = MA'.r^=^r^.MA^. 

Die Abliebe Auffassung des physikalischen Problems verlangt, dafs A im 
Räume aufserhalb K liege, diesdr Satz ist aber an keine Beschränkung der Lage 
von A gebunden. Denn es leuchtet ein, dafs, wenn A im Räume aufserhalb K 
angenommen wird, A^ einen bestimmten Punkt im Innern von K bezeichnet, 
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und dafs, wenn man diesen fflr A nimmt, der frflher mit A bezeichnete Punkt 
die Rolle von A^ spielt. Es wird nun im Folgenden notbwendig sein zu 
unterscheiden, ob ein innerhalb K befindlicher Punkt A Ober oder unter der 
Kreisflache 1^ liegt, und für die Lage des entsprechenden Punktes Ai ein 
Merkmal zu besitzen. Ein solches liefert die leicht zu erweisende Bemerkung, 
dafs für jeden in der Fläche F angenommen Punkt A der zugehörige Punkt 
Ai sich auf dem aufserhalb K fallenden Segment F\ derjenigen Kugelflfiche 
befindet, die durch den Punkt M und die das Segment <S begrenzende Kreis- 
linie hindurchgeht. Der bequemern Uebersicht wegen habe ich in den rechts- 
stehenden Figuren einen durch die verticale Linie MO gefährten Durchschnitt 
des Raumes angedeutet; der ersten Figur liegt die Annahme zu Grunde, dafb 
iS gröfser als die halbe Kugelflflche K, oder £=1 sei, der zweiten Figur 
die entgegenstehende Annahme, dafs €=—1 sei, und ich werde mich im 
weitern Verlauf der Mittheilung durchgehends auf diese beiden Figuren be- 
ziehen. Es werde nun der durch die Flache F und das Segment i9 einge- 
schlossene Raum mit T, der durch die Fläche F und das untere Segment von K 
eingeschlossene Raum mit T' bezeichnet; ferner heifse, wenn £=1 ist, der 
durch das untere Segment von K und das Segment F^ begrenzte Raum Tl 
und der flbrig bleibende äufsere Raum Ti, dagegen heifse, wenn €=—1 
ist, der durch jS> und F^ begrenzte Raum Tx und der Qbrig bleibende äufsere 
Raum T/. Dann folgt aus dem Gesagten, dafs wenn man den Raum, in 
welchem der Punkt A angenommen wird, und den Raum, in welchen der 
zugehörige Punkt Ai fällt, correspondirende nennt, die Räume T und T^ 
und die Räume T' und T/ durchaus mit einander correspondiren ; und darin 
besteht das gesuchte Griterium. 

Um die Gröfse v auszudrücken, benutze ich dieselben Coordinaten, 
welche in dem angefahrten Aufsatz angewendet und mit den Buchstaben a, /i, q> 
bezeichnet sind. Dieselben hängen mit den rechtwinkligen Coordinaten x, y, z 
durch die Gleichungen 

(5.) a? = C|/l— a^l— ^^cosy, y^=c^\—d^f\—fi^^\nq), ar = -^?^ 

zusammen; a ist gleich der imaginären Einheü }/— 1 oder i mal einer reellen 
Gröfse, die jeden zwischen Null und -f-oo liegenden Werth annimmt, fi wird 
zwischen den Grenzen —1 und -{~1, der Winkel tp zwischen den Grenzen 
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— n und -f ^ vorausgesetzt, 
uud die Quadratwurzeln }/l — d^ 
und i\—fJ^ sind stets positiv. 
Ich wiederhole jetzt folgende 
einfache Construction : von dem 
Punkte (a, fi, (p) oder B (der 
in beiden Figuren in iS ange- 
nommen ist) fälle ich auf die 
Ebene der x, y das Perpendi- 
Icel BC, ziehe den Kreisdurch- 
mess^r DOCE, die Linien DB, 
EB und bezeichne den Winkel 
DBE durch w, dann wird 




Z>B = C|/l-a'-|-cyl-^^ EB = cy'\ — a'-ci\—fi\ 



(6.) 



I cos \0} = 



sin^cu 



_ ±M 



und es gilt das obere oder untere Zeichen, j^nachdem fi positiv oder negativ 
ist, d. h. B oberhalb oder unterhalb F liegt. Wegen des Ausdrucks c-^fi^ — d^, 
der in der citirten Abhandlung als die mittlere Proportionale der Linien DB 
und EB aufgefafst ist *), kann die Bemerkung hinzugefügt werden, dafs, wenn 
man durch die Halbirungslinie des Winkels DBE eine gegen das Dreieck 
DBE senkrechte Ebene hindurchfuhrt, und diese den begrenzenden Kreis in 
den Punkten G und H trifiFl**), die Linie BG=BH=c^ii^—(f ist. Die 

Hälfte des Winkels GBH hat dann die trigonometrische Tangente — 

Durch Einfahrung der Coordinaten a, fi, (p nimmt die Bedingung da- 
für, dafs der Punkt B sich auf dem Segment iS befinde, eine einfache Gestalt 



an. Setzt man |/(ri5— r^) = c^o = 



ca^ 



so hat der Kugelmittelpunkt M die 



Coordinaten a = au, fi = t==±i nach der obigen Unterscheidung, und das 
Quadrat der Linie MB wird gleich dem Ausdruck c\l—al—d^—fi^-\'2€aifliLL). 
Mithin ist die Gleichung, welche ausdruckt« dafs B ein Punkt der Kugelfläche 



*) S. pag. 41 und 42 dieses Bandes. 

**) Die Punkte G und H sind in den Figuren nicht angedeutet, da sie aulserhaib 
der vertikalen Ebene des Dreiecks ÜBE liegen. 

Journal für Mathematik Bd.LVIII. Heft 2. 21 
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K ist, BM. = rl oder die folgende 

zerlegt man aber deren linke Seite in zwei nach a nnd fi lineare Factoren, 
so entsteht 

a'^-^"— 260ü^i^ = (^— (€00— «V*— <^)^)(^— (*^ü+«yi — ö3)<^)^ 
und es tritt der Umstand hervor, dafs der erste Factor verschwindet, wenn 
B auf dem obern Segment jS liegt, und dafs der zweite Factor verschwindet, 
wenn B auf dem untern Segment von K liegt. In der That ist nach (6.) 

die Gröfse — gleich tg^co oder 
gleich — tg|a>^ je nachdem 
B oberhalb oder unterhalb F 
liegt; und verlängert man die 
vertikale Linie MO, bis sie 
das obere Segment iS im 
Punkte L, das untere Segment 
von K im Punkte L' trifft, so 
ist ffir einen Punkt B, der sich 
in i9 befindet, der Winkel w 
oder DBE eonslaul gleich dem 
Winkel OLE, und fflr einen 
Punkt B, der sich im untern Segment befindet, der Winkel ci> oder DBE 
constant gleich dem Winkel DL'E. Ferner ist die Linie LO=ryi— aS-f ^, 

die Linie L'0=: cy\—afi :— , mithin die trigonometrische Tangente der 

Hälfte der Winkel OLE und DL'E respective gleich ^T^— ^ und 

yi— oS-}--^* Also ist die Aussage gerechtfertigt, dafs fflr jeden Punkt B 
von iS^ die Gleichung 

(7.) ^— (€00— «yi— <^)^ = Ö 

erfüllt ist, und fflr jeden Punkt B des andern Segments von K die Gleichung 




(8.) fi — (€00 + i y 1 —al)a = 0. 

Hieran schliefst sich die Bemerkung, dafs, weil nach (6.) die Gröfse z = ^-r^ 

t 

ist, sowohl a als fjL unter den Voraussetzungen, die fflr (7.) und (8.) gelten, 
durch ^z oder ^—z dargestellt werden können; aus der Gleichung (7.) 
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folgt nämlich 

(7*0 a = iy(-«cr„+yT^)/(f), ^ = y(«a„+|/ii::72)|/(|.), 

und aus der Gleichung (8.) ergieht sich 

(8*) a = ,7(«rro+i/r:"5s)|/(::i5), ;.= -y(-..m-f|/Ti::^,)]/(^> 

Dem Punkte A werden im Folgenden die Coordinaten a = r, fi = v, 
(p = ip, und dem Punkte Ai^ weicher nach der dem Satze (4.) zu Grunde lie- 
genden Construction mit A correspondirt , die Coordinaten or=T|, /isssvi^ 
(p=z\fj beigelegt werden ; der Winkel tp hat offenbar fOr beide denselben 
Werlh und ist deshalb durch denselben Buchstaben V^ bezeichnet. Den Punkten 
A und Ai mögen ferner respective die rechtwinkligen Coordinaten {x,y,z) 
und (^i,Xi)«i) entsprechen. Um dann die Gröfsen r^ und y^ durch die 
Gröfsen r und v auszudrücken, werde von folgenden Gleichungen ausgegangen, 
welche die geometrische Betrachtung unmittelbar angiebt: 

U r\x r\y 



(9.) 

Zt — €CSi 



) rl(z—scs^) 

l . ^^^ ^cs^ —————— — 



Aus den Gleichungen (5.) bildet man durch Verwandlung von a, fi, tp in 
r, y, y/ die Relation 

(10.) -c'iT^ry = x' + f + {z + ic)\ 
welche die Stelle von zwei Gleichungen vertritt, indem bei der Vertauschung 
von f mit — i die Gröfse t in — r zu verfindern ist. Benutzt man diesen 
Umstand und fOgt den Gröfsen r, y, x, y, z das Zeichen i bei, so kommt 
in gleicher Weise 

(10») -c^M-y^T = a^Hyli'i^.-icy. 
Nun lafst sich der Ausdruck der rechten Seite, wie folgt, darstellen: 

und wird daher durch Einsetzung der Werthe ^^f Ti ! __^/*°vt == Zi—eeso 
und —tAtt,— :T = ^i4-yi4-(«^i— «^^o^ so nmgeformt, dafs nach dem 

Herausheben des Factors (ecs^i—icf die drei Terme sich in einen zusammen-* 
zie||en, und folgende Gestalt hervorgeht: 

21» 
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Vermöge der Gleichung (10.) wird aber hieraus 



i^^ + y.f 



schreibt man nun a^ für h^ und (:^{i—a^r^—v^-[■2€a^ß:v) für a?*-]-y^-f (2;— tWof, 
und zieht auf beiden Seiten der Gleichung die Quadratwurzel aus, so entsteht 
die Relation 



(11.) Ti-^-y, = 






welche für Xi und Vi die gesuchten Darstellungen durch r und v in, folgender 
Weise liefert: 

noi ^ ±«(-^^0^+^) .^ ±ii^OoV—T) 

Das Vorzeichen in (11.) und (12.) ist so zu bestimmen, dafs, wenn die 
Gröfsen t und v alle ihnen zustehenden Werthe durchlaufen, die Gröfse -4- 

niemals negativ wird. Mithin ist das Vorzeichen der Gröfse (— £&ü''^-f^) ^^^ 
entscheidende, da die Quadratwurzelgröfse im Nenner als stets posi^liv be- 
trachtet wird, und man hat 
"^f dasselbe .fär jede Lage des 

Punktes A oder (r,r,tp) aus- 
zumitteln. Liegt A in der 
Flache F, so ist r=0 und v 
positiv oder negativ, je nach- 
dem dieser Punkt zum Räume 
T oder zum Räume T' ge- 
rechnet wird. Für e=l bleibt 
der Ausdruck —a^ir-\-v positiv, 
so lange v positiv ist, d. h. so 
lange A oberhalb F liegt, er 
ist negativ, wenn A in dem 
Räume liegt, den die Fl&che F und diejenige Fläche, fOr welche — (TuT-j-v 
verschwindet, begrenzen, und wird wieder positiv, wenn sieb A aufserhalb 
dieses Raumes befindet. FQr s= — 1 bleibt dagegen der Ausdruck -^-Ofß-^-r 
negativ, so lange v negativ ist, d. h. so lange A unterhalb F liegt, er ist 
positiv, wenn A in dem Räume liegt, den die Fläche F und diejenige Fläche, 
fflr welche -f^o^-f '^ verschwindet, begrenzen, und wird wieder negativ, 
wenn sich A aufserhalb dieses Raumes befindet. Die Gleichung --«(ToT-fv=0 
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bezeichnet aber, wie leicht einzusehen, diejenige Flache, die vorhin Fi ge- 
nannt worden ist, und der Raum, welchen F und F^ einschliefsen , besteht 
nach der eingeführten Bezeichnung, wenn £ = -fl ^^^ ^^^ d^n Räumen T' 
und Tx, und wenn 6= —1 ist, aus den Räumen T und T^. Demnach bildet 
sich für die Gleichungen (11.) und (12.) die Regel, dafs in denselben das 
obere Zeichen gilt, wenn A in den Räumen T oder T^ befindlich ist, und 
das untere Zeichen, wenn A in den Räumen T' oder T^ liegt, und die 
Gröfsen r^ und v^ sind somit vollständig bestimmte Functionen der Gröfsen 
T und V. 

Da es wänschenswerth ist, für die Verbindungslinien der Funkte B, M 
mit den Punkten A^ A^ abgekürzte Ausdrücke zu haben, setze ich 



c^n 



19 



und in Folge dessen 

N ==ä2-a^—fjL''—i^-v^'\-2aiLLrv—2^T^}/T^/^^ 

n = 1 — ö5— T^— 1^+ ^eoory, 

nx = 1 — o3— rl—vi -|- äecToTi^i . 

Alsdann hat die gesuchte Potentialfunction v, bezogen auf den Punkt B oder 
{0,fij(p\ folgende Gestalt: 

(I.) A im Räume T, 



B im Räume T, 
B aufserhalb T, 

B im Räume T, 
B aufserhalb T, 

B im Räume T, 
B aufserhalb T, 



i? = — 1 — arct ^^ 
r = — I — arct — ^-^ 



>^ 






arclg 



|. 



(IL) A im Ranme T^, 



arclg — 






=;^{7F«'"*^'^ 



(III) 






+ 






arctg- 



yiv. 



I. 



A im Räume T' oder T/, 



■ arclg 



— ar.-f-fc»,)' 









•iV 



A. 



-ffr+/«v ' f/TH^y'jv, 



arclg - 



/JV. 



ffr.-f^w, 



!• 
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Der Fall, dafs der Pnnkt A mit dem Kugelmittelpunkte M zusammenlriflft, ist 
hier aasgeschlossen und spater za erörtern ; die Werthe der Function aretg. sind 
hier und fiberall im Folgenden zwischen den Grenzen Null und n zu wühlen. 

Da nach dem oben Gesagten nur eine einzige Function existirt, welche 
den fQr r aufgestellten Bedingungen genügt, so hat man nur zu zeigen, dafs 
die in den vorstehenden Gleichungen fflr v angegebenen Ausdrücke denselben 
in der That genügen, und die Richtigkeit dieser Gleichungen ist strenge er- 
wiesen. Dieses Ziel lassen die folgenden Betrachtungen erreichen. 

1. Es ist gezeigt worden*), dafs der Ausdruck ^^arctg ^ , — , 

als Function der Gröfsen a, fi, (p aufgefafst, eine Fotenlialfunction für den 
ganzen Raum mit Ausnahme der FISche F ist, welche verschwindet, wenn 
der Punkt {a, fi, (p) sich von F unendlich weil entfernt. Aus diesem Grunde 

und wegen der bekannten Eigenschaften der Gröfse ^^ ist der Ausdruck 

^arctg _7/^^y = ^"ylv°''^*g -X+^y ®'"®' ^""^ unendlicbei^ Ent- 
fernung des Punktes {a,fi,(p) von F, verschwindende Potentialfunction für 
den ganzen Raum mit Ausnahme der Fläche F und mit Ausschlufs des Innern 
einer um den Punkt A mit beliebig kleinem Radius beschriebenen Kugel. 
Befindet sich nun zunächst der Punkt A im Räume T, so wird eine Function 

des Punktes {a, fjt, (p) oder B, die innerhalb T gleich T^yC^rctg — ?^-j- — und 
aufserhalb T gleich -rjy arctg _^y ■ ^ ^ eine Potentialfunction für den ganzen 

Raum mit Ausnahme der Fläche iS sein, wenn es feststeht, dafs an der Flfiche 
F weder für sie selbst noch für ihre ersten Differentialquotienten eine Unter- 
brechung der Stetigkeit eintritt. Es kann nämlich eine solche nur entweder 
bei dem Durchgang durch die Fläche F oder bei dem Durchgang durch die 
Fläche i$ vorkommen, weil jeder der beiden genannten Ausdrücke für den 
Raum, in welchem er gelten soll, Potentialfunction ist. Denn die Flächen F 
und iS^ bilden zwischen diesen Räumen die Grenze und nach der gemachten 
Annahme können die Punkte B und A nur im Räume T, niemals aufserhalb 
desselben zusammenfallen. Um jetzt zu zeigen, dafs die oberhalb und unter- 
halb F herrschenden Werthe der in Rede stehenden Function sich nach der 



*) S. pag. 39 dieses Bandes, wo die Buchstaben a, fi, q> dieselbe Bedeatang haben, 
die Buchstaben a*, fi'f (ff aber respecttve durch r, y, t^ zu ersetzen sind. 
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Stetigkeit ao einander anschliefsen , betrachte man einen beliebigen Punkt 
(0, fi, q>\ der im Räume T der Fläche F nahe liegt, und den ebensoweit von 
F abstehenden Punkt im Räume T\ nämlich {o, —/i^, cp) ; dann ist -r eine 
kleine Gröfse, die Werthe /ll und 9) bleiben aber unbeschränkt. Man gelangt 
von dem ersten Punkt zu dem zweiten, indem man in T die Werthe jli und y> 

festhält und den Werth -r- bis zur Null abnehmen läfst, dann wieder in T' 

die Werthe — u und w festhält und den Werth -?- von der Null bis zur 
^ t 

Gröfse — wachsen läfst. Geschieht dies beziehungsweise in den Ausdrücken 

i vjv 1 i/iV 

^arctg _^^^^^ und —arctg— ^;p^, so ist der Erfolg bei dem zweiten 

derselbe, als wenn in dem ersten Ausdruck die Werthe fi und <p ungeandert 
blieben und die Variable t- nach Erreichung des Werthes Null von diesem 

bis zu dem Werthe r stetig fortschritte. Daraus aber kann der stetige 

Zusammenhang der beiden Ausdrücke, sie selbst und ihre Differentialquotienten 
betreffend, geschlossen werden, und die Function, welche ihnen respective in 
T und T' gleich ist, gewinnt den Characler einer Potenlialfunction für den 
ganzen Raum mit Ausnahme der Fläche S, die in unendlicher Entfernung von 
der Fläche F oder, was gleichbedeutend ist, von der Fläche jS^ verschwindet. 
Ist dagegen der Punkt A aurserhalb des Raumes T befindlich, so wird durch 
genau dieselbe Erwägung eine Function des Punktes B, die innerhalb T gleich 

pi^arctg j^^^^^ und aufserhalb T gleich ^arctg _j^^^^ ist, als eine 

Potentialfnnction von denselben Eigenschaften erkannt. 

2. Remerkt man, dafs die Ausdrücke -rmr arctff — ^— r und 

j[ yiV 

-T^arctg _ y I * in Reziehung auf den Punkt A^ oder (T|,.Vi, 1//) 

und den Punkt B oder {a, fi, (p) ganz dieselben sind wie die Ausdrücke 

Tr^arctg _^^ , und ^arctg _^^, ^^ respective in Reziehung auf den 

Punkt A oder {r,r^tp) und denselben Punkt B, so erhellt, dafs die in (L), 
(IL), (III.) für V aufgestellten Werthe immer Aggregate von zwei Potential- 
fnnctionen des in 1. bezeichneten Characters sind, deren jede mit einem von 
a, fA, €p unabhängigen Factor multiplicirt ist. Folglich ist auch jeder der für 



Digitized by 



Google 



164 LipschiiZy ElectricUäfi'Vertheilung in einem Segmenie der Kugelfläche. 

V aufgestellten Werlbe in Bezng anf den Pnnkl B eine Polentialfunclion fflr 
den ganzen Ranm mit Ausnahme der Fläche S, die bei unendlicher Entfer- 
nung des Punktes B von iS^ verschwindet. 

3. Es bleibt mithin nur noch der Nachweis zu fahren, dafs, wenn der 
Punkt B in das leitende Segment jS eintritt, diese Werthe sich auf die re- 
ciproke Entfernung der Punkte B und A, d. i. auf die Gröfse —^ reduciren. 

Dann erfüllen die Coordinaten a und fi des Punktes B die aufgestellte Glei- 
chung (7.) 

^ — («ao — lYl — ö3)<T == 0, 

und unter dieser Annahme sind die Ausdrücke A^^ und —azi-^^firi durch die 
Gröfsen r, v darzustellen, wozu die Gleichungen (11.) und (12.) dienen. Der 
specielle Werth N^ wird bequemer ohne Rechnung gefunden, indem man den 
auf derselben Voraussetzung beruhenden Satz (4.) in die analytischen Zeichen 



(13.) c^l^xe^N, = C|/ii:i?|^l-öf, = C|/1 — of,: cy/iii 

kleidet. Um den Ausdruck — ox^^fiv^ umzuformen, zieht* man aus der Glei- 
chung (7.) den Schlufs, dafs 

ist, und multiplicir t die linke Seite der Gleichung (11.) mit (0 — /u), die 
rechte Seile mit *]l ^' {p\y^\ Da«" '»^bt sich die Gröfse (l+ecTo) fort 
und es kommt die Gleichung 

(14.) {r,\v,){o-{i) = ±^b^{j^y){o\ti\ 

welche durch Sonderung des Reellen und des Imaginären in die beiden fol- 
genden zerfallt 



(15.) 



, +Vl--^ , , X 



Vn 



üv^^fir, = JJ1^_^(_w + ^t). 



Das Zeichen + ist hier ebenso wie in den Gleichungen (11.) und (12.) zu 
nehmen, d. h. es gilt in den vorstehenden Gleichungen das obere Zeichen, 
wenn der Punkt A in den Räumen T oder T| liegt, und das untere Zeichen, 
wenn A sich in den RAumen T' oder Tl befindet. Man schliefst nun aus den 
Gleichungen (13.) und (15.), dafs, wenn der Punkt B sich auf dem Segment <S 
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befindet, der Ausdruck ,.,, . ' . • gleich -r^, und der Ausdruck — ^^ — 

%^^^^^ _^y 1 y oder gleich _ ^ . ^ wird, je nachdem der Punkt Ä in 

den Räumen T und T^ oder in den Räumen T' und Ti gelegen ist. Des-* 
halb gehen die für r angegebenen Ausdrflcke in den drei gesonderten Fällen, 
sowohl wenn der Punkt B vom Räume T aus, als auch wenn der Punkt B 
vom Räume T' aus an die Fläche iS^ herantritt, in den Werth 

1/1 , }fN , 1 . -/JV \ 1 

ober, welchen die Potentialfunction v in der Fläche «S' annehmen soll; und 
damit ist die Verification der Gleichungen (I.), (IL), (III.) ausgeführt*). 

In diesen Gleichungen ist das Zusammenfallen der Punkte A und iff 
ausgeschlossen, weil dann der zugehörige Punkt Ai in unendliche Ferne rückt; 
nähert man aber den Punkt A dem Punkte M, so convergirt auch der Werth 
V gegen eine feste Grenze und diese entspricht der Annahme, dafs A und M 
derselbe Punkt sind. Um diesen Werth von v zu erhalten, ist für c = 1 die 
Gleichung (L), für £ = —1 die Gleichung (HL) zu benutzen, da ilf respective 
bei € = 1 und bei £= — 1 in den Räumen T und T' liegt. Wenn nun der 

Punkt Ai sich immer weiter von jS entfernt, so wächst die Gröfse -r- über 

jeden gegebenen Werth, die Gröfsen Vi und y; bleiben aber innerhalb ihrer 

•ViV Vn 

endlichen Grenzen. Es gehen die Ausdrücke und -jTir ™i' wachsen- 

VN i 

dem Ti in die Einheit, der Ausdruck — ^— p geht in den Werth — über, 

also sind dieses die betreffenden Grenzwerthe für unendliche Entfernung des 
Punktes Ai von der Fläche jS. An die Stelle von t, v sind die Werthe ao^ ^ 
zu setzen, und die Gröfse A^ wird von den Winkeln (p und yj unabhängig, 
nämlich gleich dem Ausdruck 1— of,— cr^— ^^-f^^crya^; so entstehen für v zwei 
verschiedene Ausdrücke, je nachdem € = t oder £= — 1 ist, welche in der 
folgenden Formel zusammengefafst sind: 



*) Green hat Bd. XLIV, pag. 370 dieses Journals für jede Form des Leiters er- 
wiesen, dafs der Werth v ungeändert bleibt, wenn die Punkte A und B vertauscht wer- 
den; es scheint daher unnöthig, in diesem speciellen Falle auf diese Eigenschaft von i; 
einzugehen. 

Jonrnal för Mathematik Bd. LVIII Heft 2. 22 
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(IV.) A im Kugelmittelpunkl M, 

B im Räume T, 1? = — I-Tiirarclg — ^^-n V , arclg(-^^M, 

Ä aufserhalb T, r = — {-^^arclg ~'^f 4--7=L=^arctg(-^)i> 

Bei den für o aufgestellten und bewiesenen Ausdrücken erkennt man 
leicht, dafs, wenn der Punkt A einer der Flächen, welche die Räume T und 
T\ T' und Ti, T^ und T^ trennen, von jeder der beiden Seiten genähert 
wird, die entsprechenden Werthe von t> an der Fläche selbst zusammenfallen ; 
in die Fläche 8, welche T und Ti sondert, darf der Punkt A vermöge der 
, Natur der behandelten Aufgabe niemals eintreten. In gleicher Weise resultirt 
ffir V in dem Falle, dafs das Segment ^ gleich der halben Kugelfläche K 
wird , aus der Annahme c = 1 und der Annahme £ = — 1 dieselbe richtige 
Bestimmung, indem man den Werth (7o = setzt. Besonders einfach wird 
der Werth v, wenn der Punkt A dem unteren Segment der Kugelfläche K 
angehört, d. h. wenn zwischen den Variabeln r, v die Gleichung 



gilt, die durch Substitution der Gröfsen r, v für a, (jl aus (8.) folgt. Als- 
dann fallen die Punkte A und A^ zusammen, und es ergiebt sich 

i wenn B im Räume T liegt, t? = 7i%r^veXg —, , 

(*6) ( 2 VDI 

I wenn B aufserhalb T liegt, v = Tisrorc'K '—i • 

Die Function v, welche jetzt für jede Lage des Punktes A gefunden 
ist, drückt nach dem Obigen das Potential derjenigen Belegung von iS^ aus, 
die durch einen in A befindlichen, die negative Einheit der electrischen Materie 
enthallenden Punkt erregt und gebunden wird. Die Dichtigkeit q dieser Be- 
legung, deren Kenntnifs ein Hauptziel unserer Untersuchung ist, wird aus der 
Gleichung (2 *.) 

abgeleitet. Da r die Linie MB bedeutet, so ist \-^--)/_^^ derjenige Werth 
von -J- , welcher entsteht, wenn man den Punkt B im Räume T an die Fläche 

jS^ herantreten läfst, und zur Bildung dieses Ausdrucks sind die ffir den Raum T 
geltenden Werthe von v anzuwenden. Um nun eine Function der Variabein a>/ci,9> 
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nach der Gröfse r zu differentiiren, ist zn bemerken, dafs der Winkel <p von 

r unabhängig ist und dafs, wenn die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes 

{a,fi,(p) durch x, y, z bezeichnet werden, die Differentialquotienten ^ und 

-^ folgende Werthe haben: 

da da jc i da r , da z—ecs^ 

dr 



da jc ^ da y , da z- 

dx r '^ dy r '^ dz 



dfi dfi X 






Bz r 
Vermöge der Gleichungen (5.) werden hieraus die Bestimmungen: 

^ da (i— g')(o — ^(Tq^) 

dfi 



a')V{i-al-a'-fi'+2ia,afA) ' 



^ dr ~ (fi'^a')V(i-al-a'—fA*+2€a,afi)' 
und fOr den vorliegenden Fall, dafs der Punkt B in jS liegt, oder dafs 

^ — (fao — i|/l — o3)(y = 
ist, nehmen sie folgende einfachere Form an: 

da i>(l~o') 



(17.) 






^dfi _ ia(i^(t') 



dr ~ ^•— (f* ' " ör 
Der Kfirze wegen sei 

gesetzt, dann ist behufs der Bildung von -^ zunächst auf die beiden AusdrQcke 

-ärW «••*''&-^) = C- TivT arctg. 

zu achten. Den Differential- 

dN 



quotienten -3— erhält man ohne 

Rechnung aus der Betrachtung 
des Dreiecks BMA, dessen 
Seite BA=:C]/N, dessen Seile 
MA=^cyn ist, und dessen 
Winkel BMA durch y bezeich- 
net' werden soll. Unter der 
besonderen hier geltenden Vor- 
aussetzung, dafs B dem Seg- 
ment jS^ angehört, findet sich 




22 
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JV = 1— of, — 2y'l — öf,yri.cosy-f ^> 
und 

(18.) c^ = 2(|/T3^->/n.cos;^). 
Für -^ aber geben die Gleichungen (17.) die Relation 

oder indem man — ay'\'fjLr = r] selzl, 

C190 c^ = -^^(,+ a;«C). 

Wird in den Gleicbuogen (18.) und (19.) r, v respecHve durch t,, Vi er- 
setzt, und schreibt man 17^ fOr ( — ovi\fix^^ so ergiebt sich 

(20.) c ^ = 2 (]/l^ - in, . cosy), 

(21.) c^ = -^M.\otJQ,\ 

und / hat dieselbe Bedeutung wie vorhin, da die Winkel BUilA und BMA, 
dieselben sind. Man substituire nun in die Ausdrücke 

a / i — /jv\ ,11. —VN 

5JV dt 

die Werthe von -^ und ^ ans (18.) und (19.), so geht nach einer kleinen 

Rednclion der erste in die Gestalt 

und der zweite in die Gestalt 

raq^ JlnülfLarrlalZJ^ g / (yi^-A.cosy)g ■ i(n+afi S)\ 

aber. Alsdann w erde in (22.) und (23.) %, y in Tj, v, verwandelt und der 
Factor , ^ ^ = -^-^ — - hinzngef flgt, so entstehen respecti ve die beiden Ausdrflcke 
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Ein Blick auf die Gleichungen (I.)? (H.)) (HI.) zeigt nun, dafs das Aggregat 

2(-^) , -] — (v)r^'i welches d^n Werth 47ip bestimmt, aus je zweien der 

Ausdrflcke (22.), (SS.), (24.), (25.) durch Addition erbalten wird. Da der 
Punkt B sich auf dem Segment jS befindet, so ist die Voraussetzung erfallt, 
unter welcher die Gleichungen (13.) und (15.) bestehen, und diese liefern 
zur Umformung von (24.) und (25.) diese Relationen: 



in denen das obere Zeichen oder das untere Zeichen zu nehmen ist, je nach- 
dem der Punkt A in den Räumen T und Ti oder den Räumen T' und Ti 
liegt. Mit Hälfe dieser Gleichungen gehen die Ausdrflcke (24.) und (25.) 
beziehungsweise in die folgenden Aber: 

ro(\-i *-^^-^* ^^^.+V^+ 2 / (^-l/i=^.cosy)^.g , i(^fi+6fiC) \ 

wo das Vorzeichen der angegebenen Regel folgt. Zu addiren bat man im 
Falle von (I.) die Ausdrflcke (22.) und (27.) mit dem obern Zeichen, im 
Falle von (II.) (23.) und (26.) mit dem obern Zeichen, im Falle von (III.) 
(23.) und (27.) mit dem untern Zeichen. So entsteht im Falle von (I.) 

und im Falle von (IL) und (IIL) 
(29.) 4^£lz^rarctg?^ 

Diese Aggregate zu vereinfachen dient die Bemerkung, dafs die Gröfse 
1— ö3 — n gleich dem Product 



ist, und dafs dieselbe an dieser Stelle, weil die Gleichung — = «(To— tyi— a^ 
gilt, in die Form 

>• ff />. /» / ff/« 



2i -1 



Obergeht; ferner ist hier -£! — _»=— 2tVl-<iS, folglich -A-i «== -7==^ — 
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So ergiebt sieb die Reduction 

(1-^;-^)^ , 2ii? ^ lyg' 1? ^ g g'+iV 

vermöge deren in (28.) und (29.) der Nenner ^^-f ^ berausgebL Schreibt 
man jetzt für arclg — r — den Werlb ?i — arctg.-p, für feundi? die ursprQng- 

liehen Ausdrücke (— ar-j-."^) ^^^ (— ^^ + /^^)' so folgt aus (28.) und (29.) 
diese Bestimmung der gesuchten Dichtigkeit q: 

(V.) wenn A im Räume T liegt, 

(VI.) wenn A aufserhalb des Raumes T liegt, 
^ = 2nVT/I=:^ {— ^i-U^-arctg ^^^^^J -f — ^j. 

Geht man auf diese Ausdrücke etwas näher ein, so wird klar, dafs g für 
jeden Punkt der Fläche iS einen positiven Werth erhält, und da im induciren- 
den Punkte A ein Quantum negativer Electricität concentrirt gedacht ist, so 
durfte die Dichtigkeit q an keiner Stelle negativ werden. An dem Rande des 
Leiters, wo der Punkt B die Coordinaten a = 0, /^ = hat, wird g unend- 
lich grofs, und um die Art des Wachsens anschaulich zu machen kann man 
bemerken, dafs für Punkte der Flache, die ihrem Rande nahe liegen, die Ent- 
fernung von diesem durch die Gröfse -^ == a:]/! — of, gemessen wird, und 
dafs mittelst der Gleichungen (7 *.) 

die Gröfsen a und ^ ebenfalls durch z ausgedrückt werden. Daraus folgt, 
dafs das Produet der Dichtigkeit g in die Quadratwurzel aus dem Abstände des 
betreffenden Punktes von dem Rande des Kugelfläehensegments jS bei der An- 
näherung an den Rand einen festen Werth zur Grenze hat, oder dafs 

ist, wo das obere Zeichen der Annahme von (V.), das unlere Zeichen der 
Annahme von (VI.) entspricht. 

Obgleich die Gleichungen (V.) und (VI.) aus den Gleichungen (L), 
(II.)i (III.) abgeleitet sind, in denen die Punkte A und M nicht zusammen- 
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fallen durften , so gelten dieselben auch fflr diese Voraussetzung ; bei ^ = 1 
ist die Gleichung (V.)? bei €=—1 die Gleichung (VI.) anzuwenden. Es 
wird dann r^^a^^ v = b, und wegen der Gleichung — = 6(yo—i}/l—ao ferner 

iV=l— 0^5, —aifl'\'ifi = —ie^i—al.a, — 6a4-(TüjU = — icj/l— öf,./i; mithin 
kommt fflr € = 1 und fflr €=—1 dieselbe Gleichung 

Die Summe Q^ der Dichtigkeit q, welche allgemein in (V.) und (VI.) 
dargestellt ist, wird nach der Gleichung (3.) gefunden, indem man das Potential 
^M,ji roi* döna Radius rü = cy'l— a?, multiplicirt. Das Potential Vj^^^ entsteht 
aber aus dem Ausdruck fflr v in der Gleichung (IV.)« indem man den Punkt 
B durch den Punkt J^ d. h. a, fi respective durch %, v ersetzt. In jener 
Gleichung ist JS =\—diy—G^—fß^-\'2Ba^afi und geht deshalb in die Gröfse n 
flber, mithin erhält man folgendes Resultat: 

|j im Räume T, 0. = l{>^.rclg3^ + arctg(^)|, 

(Jaufserhalb T, (?, = lil^arclg-=^^+arctg(4-)!. 

Die Summe Qj^f derjenigen Dichtigkeit q, die in (30.) angegeben ist, und die 

1 1 

dem Constanten Potentialwerth — = —j — =r- entspricht, findet man jetzt, 

wenn man den Punkt A in den Punkt M flbergehen, d. h. T = au, r=£ 
werden läfst. Da der Punkt iftf bei « = 1 im Räume T, bei € = — 1 im 
Räume T' liegt, so ist die Grenze aufzusuchen, der sich der Ausdruck 

-y— arctg _ ' ^^ — nähert, wenn der Punkt -4 dem Punkte M genähert wird; 

die Gröfse -^n nimmt alsdann ins Unendliche ab, die Gröfse — <7oT-{-ev con- 
vergirt gegen den die Einheit abertreffenden Werth 1— o^, also ist 



Hm.(-i-arctg +^" ) = -JL_ 



Folglich entstehen fflr Qm» je nachdem € = 1 oder £ = — 1 ist, zwei Werthe, 
die in der folgenden Gleichung enthalten sind: 

(32.) 0^ = l(^+.rclg(:ili)). . 

Qjii bezeichnet diejenige Menge freier Electricitfit, welche ohne Einwirkung 
fiufserer Krfifte sich auf dem Leiter iS^ so vertheilt, dafs die in (30.) ange- 
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gebene Dichligkeit q und das in (IV.) dargestellte Potential entsteht. Da nun 
die Vertheiüing einer beliebigen Electricitätsmenge q nnter denselben Ver- 
hältnissen^ wie schon oben bemerkt, die Dichtigkeit -^^ und das Potential 

-^ V hervorbringt, so liefern die genannten Gleichungen , verbunden mit der 

eben erhaltenen Gleichung (32.), eine vollständige Darstellung dieser Gröfsen. 

Es bleibt nun flbrig, diese Resultate mit der angenäherten Auflösung 
derselben Aufgabe zu vergleichen, welche Green gegeben hat. Die von ihm 
angewendete Methode stOtzt sich auf den Satz, dafs, wenn das Potential einer 
Belegung von S, welches sich in der Fläche selbst auf eine gegebene Con- 
stante reducirt, für jeden Punkt des andern Segments der Kugelfläche K be- 
kannt ist, der Werth desselben für jeden Punkt des Raumes durch ein gewisses 
Doppelintegral ausgedräckt wird und somit als gefunden gelten darf. Wenn 
jetzt nach der eingeführten Bezeichnung c = 1 und — eine kleine Gröfse ist, 

deren höhere Potenzen vernachlässigt werden, so erhält Green für den Werth 
des in Rede stehenden Potential im untern Segment von K das Product der 
gegebenen Constante in den Ausdruck 

l__L_(i_.£M;zlV 

und es genügt, die Uebereinslimmung desselben mit den obigen Formeln nach- 
zuweisen, um aus dem Gesagten auf die Uebereinslimmung aller bezaglichen 
Resultate zu schliefsen. Aus der Gleichung (IV.) folgt aber leicht, dafs das 
Potential, welches in iS^ den constanten Werth , = — hat, in einem 

Punkte {o,fifq>) des untern Segments von K (wo die Gleichung 

(8.) ^_(€(T„-f.i|/r=^,)cr = 

gilt) den Werth — -====- arctg (—) annimmt. Ferner ist nach (8*.) die 

Gröfse a durch die Gleichung 

bestimmt, da e = l za setzen ist. Drflckt man (Tg wieder durch r„ ans, so 
kommt i<?o = ~^^'''~*'*\ |/TI^=^, und 
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aus der Gleichung 

folgt dann endlich 

^ r c*— x*~y' i* 

' ~ L(ro + /(r;-c'))(/(r:-jr*-y')4-|/(r:-0)J' 

Da nun arclg(— )= ^tt— arctg(4-) ist, so darf dafOr mit Vernachlässigung 

der höbern Potenzen von — der Werlh ^Tr— -r oder der Werth 

eintreten ; mithin bekommt bei dem für das Segment «9 vorgeschriebenen con- 
stauten Potentialwerth — das Potential ffir die Punkte des andern Segments 

von K den angenäherten Werth — (l ^(l — ^ ^ } ) , welcher der 

Gr^^itschen Angabe gemäfs ist, und das sollte festgestellt werden. 
Bonn, den 11*^'* Mai 1860. 
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lieber eine neue Eigenschaft der Steinerschen 
Gegenpunkte des Pascahehen Sechsecks. 

(Von Herrn Grofsmann zu Schweidnitz.) 



JLfie Berühmtheit, welche der Pattcalsche Satz erlangt hat und der 
Umstand, dafs auch die bedeutendsten Mathematiker der Gegenwart es nicht 
verschmäht haben, sich mit jenem Satze von den verschiedensten Gesichts- 
punkten aus zu beschäftigen und ihn immer mehr zu erweitern, mag mich 
entschuldigen, wenn ich die Leser dieses Journals mit einer Eigenschaft der 
Sechsecke, welche einem Kegelschnitte eingeschrieben oder umgeschrieben 
sind, bekannt mäche, welche, so weit mir die mathematische Literatur zu Ge- 
bote steht, noch nicht bemerkt zu sein scheint. 

Auf einem Kegelschnitte seien zwei Gruppen von drei Punkten ge- 
geben und mit 1, 2, 3 und 4, 5, 6 bezeichnet. Die Gleichungen der Ver- 
bindungslinien der ersten Gruppe seien 

^^ = 0; «2 = 0; *3 = 0, 

und es verbinde s^ die Punkte 2 und 3 etc. Die Gleichung jedes Kegel- 
schnitts, der durch die Punkte 1, 2, 3 geht, läfst sich bekanntlich ausdrOcken: 

«1*2*3 + ^*3*i-l-«3*i^2 = 0; 
in dieser Gleichung ist demnach auch der gegebene Kegelschnitt enthalten. 

Werden nun die Punkte der ersten Gruppe mit den Punkten der zwei- 
ten Gruppe verbunden, so erhält man neun Verbindungslinien, welche sechs 
Pascahclie Sechsecke und zwei Steinersche Gegenpunkte geben. 

Drücken wir die Linien (14), (2 5), (36) aus durch 

*2 — ^1*3 = 0; «3 — ^2^1 = 0; «i — ^3*2 = 0, 
so ergeben sich durch Combination dieser Gleichungen mit der Kegelscbnitts- 
gleichung und Elimination einer der Gröfsen «i, ^21 *3 die Gleichungen der 
übrigen sechs Verbindungslinien und zwar: 



(24) a,V3+(«3^ + fl2)*i = 

(35) 02^2*1+ (lir,i2+«3)*2 = 
(16) fl3A3*2 + (Ä2*3+ai)*3 = 



(34) fli*2 + (Ä3ii + a2)*i = 0; 
(15) a2*3 + (flA + fl3)*2 = 0; 

(26) Ö3*l+(Ä2i3 + «l)*3 = 0. 
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1123 
..g diejenige Pascahc\ie 

Linie bezeichnen, welche die'Durchschnittspunkte von (15) und (42); (2 6) 
und (53); (34) und (61) enthält; man sieht leicht, wie durch ein Verfahren, 
analog dem bei der Bildung der Determinanten, aus dieser Bezeichnung die 
Durchschnittspunkte, welche die Linie enthält, gefunden werden; es kommt 
nun darauf an die Gleichungen der Pa^m/schen Linien selbst zu finden. Legen 
wir eine Linie durch die Durchscbnitlspunkte (15) (4 2) und (26) (53); es 
wird sich sogleich herausstellen, dafs sie auch durch (3 4) (61) geht. 

Eine Linie durch (15) und (42) hat aber die Form (1 5) + ce(42)==0 
und diese mufs identisch sein mit (26)-f ^(53)==0. Werden nun a oder ß 
bestimmt, so findet man 

«3*3*1 +«t*3 +«1 Öi*i*t+0.*I + O« 

Bezeichnen wir die Zähler und Nenner dieser Brüche, entsprechend den von 

A A 

X freien Gliedern, mit -4i, -^2, A^^ so dafs a = -^, /?=— i- wird, so fin- 

den zwischen den Gröfsen A folgende Relationen statt, welche sich leicht 
beweist lassen: 

^i («1*2 + A3) = «3*3-42 + ^1 -^3 oder «3 Ai — «^ J3 = «3^3 A2 — «1*2 -^n 

^2 («2*3 + «1) = «1 Aiilj-}- «2^1 - «i-^a — Ha-^i = «1^1-43 — 02 l^Ai^ 

-43(«3*l + «2) = «2*2^1 +«3^2 - «22I3— «3-42= Ö2*2-4i — «3^,-43. 

Nach diesen Vorbereitungen wird nun die Gleichung der Linie 
1 231 

4561 («3*l4-«2)^3«l+(«l*2+fl3)^l»2-f («2*3+«l)^2*3 = 

oder mit Benutzung der angegebenen Relationen: 

(ll2*24l+^^3-42)*l-}-(«3*3^2+«l-43)*2+(«l*l-43+«2-4i)«3 = 0. 

Dies ist nach der Herleitung nur die Linie, welche den Punkt (15) (4 2) mit 
(2 6) (5 3) verbindet; da der Ausdruck derselben bei cyclischer Y^rtanschung der 
Indices ungeändert bleibt, so geht die Linie auch durch den Punkt (3 4) (61). 

Bestimmen wir die übrigen Pascalschen Linien auf ganz ähnliche Weise 
und ordnen die Gleichungen flbersichtlich, so finden wir: 
11231 

03 2*2*1 +^1-^3*2 +«2-4i«3 == 0, 

— (1I3 A3 il2 +«1-43) *2 — (<^lAl ^3 + «2 ^l)*3 — («2*2-41-1-0, -42)«! = 0, 

üikiA^S^ -{-02^-4i*i -j-fl3^-42«2 =0, 

23* 
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Ii23| 



01-43*2— (öl^l-43-j-<l2-4l)«3-f 02^2^1*1 = 0, 
Il2-4i*3—(tf2^-4i 4-03-42)*! + «3^3-42*2 = 0. 



123 
465 
123 
546 



Man sieht sogleich, dafs die ersten drei dieser Linien sich in einem 
Punkte schneiden, da die Samme ihrer Gleichungen identisch Null wird ; ebenso 
die Linien der zweiten Grnppe. Diese beiden Durchschnittspunkte sind die 
jS»/*tft*rschen Gegenpunkte. 

Zugleich zeigt sich, dafs beide Gruppen aus denselben Gliedern 
bestehen; nur stehen die Glieder, welche in der einen Gruppe eine Reihe 
bilden, bei der andern Gruppe in einer Colonne. 

(Welche geometrische Bedeutung haben die drei sich auch in einem 
Punkte 01 02 03 schneidenden Linien, deren Gleichungen durch dieselben Glieder 
gebildet werden, wenn sie nach der Richtung der Diagonalen gruppirt werden?) 

Die Coordinaten der «S'/^tn^rschen Punkte seien nun *i, s^^ s'^ und 
*i', S2^ s'^\ werden dieselben aus den Gleichungen der Pa*ca/schen Linien 
bestimmt, so erhält man aus der ersten Gruppe: 

s[ ; *i : *i = l^a^aiA^A^—lialJ^^ : Xia^niA^Ai—li^Äi : irtUiaiA^Ai—lyi^Al 
und aus der zweiten Gruppe: 
s'i : *2 ' *3 = 0102-^1 -43-fil3fl3ii2-4i-42-fAi^«3ai-42-43 : a2a^A2Ai-\'XiaiaiA2A3 

'\-l2i'iai^A:iA^ : a^aiAiA2^l202aiA3Ai-{-X^l2fhOzA^A2. 
Da nur die Verhältnisse der Werthe, welche 6*^, *2) ^3 annehmen, wenn die 
Coordinaten der «S'to'it^rschen Punkte eingesetzt werden, hier in Betracht 
kommen, so kann man für s[ etc. die entsprechenden Glieder der Proportionen 
nehmen. Bilden wir nun *i' — *i; «2 — 4 »• s. w. , so finden wir mit Berück- 
sichtigung der frflher aufgestellten Relationen zwischen den Gröfsen ^1, ^2, ^3: 

81 — *i = Cl^^x^2'^3 ? ^2 "■" ^2 ^^^ <l2'"l'^2'^3 ? ^3 —" '3 ^^^ 03<«l^2'"3 ? 

oder 

*i = Si'f-aiAiA2A^*^ 82 = S2'^a2AiA2A^\ s^ =^3-|-ii3ili^2^3* 

Die Gleichung der Verbindungslinie beider Punkte ist aber bekanntlich folgende 
Determinante: 



= 



«I 


», 


*j 


»; 


«; 


*; 


*; 


*;: 


*;' 
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oder, wenn die Wertbe fOr s'^^ «2^ ^3 eingesetzt werden und die Determinante 
zerlegt wird: 



«I 


*4 


«3 


*; 


»i 


*; 


*i 


*; 


*; 



-\- AyAiAi 



*1 



*2 



«5 



0. 



Da non die erste Determinante identisch NdU ist, so bleibt als Gleichung der 
Verbindungslinie der beiden iS^/«iii«rscben Punkte: 



*i 



*2 *3 
^2 ^3 



= 0. 



Hl 02 «3 

tVir sehen hieraus, dafs diese Verbindungslinie durch einen Punkt 
^1^2^ 9^f^li d^^ ^^^ ^^^ Werthen der Gröfsen l unabhängig ist. Der 
Punkt Ol 02^3 ist aber der Punkt, in welchem diejenigen Linien sich 
schneiden, welche die Punkte 1, 2, 3 mit den Durchschnittspunkten der 
Tangenten respective in 2, 3; 3, 1 und 1, 2 verbinden. 

Bleiben also die Punkte einer Gruppe fest, so geht die Verbin- 
dungslinie der Steinerschen Punkte stets durch einen festen Punkt. 

Ebenso könnte man aber auch die zweite Gruppe, ndmiicb die Punkte 
4, 5, 6 zu Grunde legen. Der Kegelschnitt sei alsdann &i/^/3-{~&2'3^i-f Mi'2=0; 
dann gebt die Verbindungslinie der iS/dn^rschen Punkte auch durch den 
Punkt *iA2*3- 

Sechs Punkte auf dem Kegelschnitt lassen sich aber auf zehn ver- 
schiedene Weisen in zwei Gruppen von drei Punkten zerlegen ; also erhalten 
wir zehn Paare von solchen Punkten. 

Die Polare des Steinerschen Punktes s'^s^s'^ ist 

diejenige des Punktes ^i'«2^3 ergiebt sich leicht 

(ll3'*;-f 02*;) ^i-j- (fll*i+03«i>rf-(«2*l+fll*i>3+Ä|0203ili Jj-^sC-J- + T" + T") = ^^ 

**i "t **8 

die Polare des Punktes 0.0203 ist aber --i-4--!-4--^=0: es schneiden sich 

mithin diese drei Linien wieder in einem Punkte, was sich auch geometrisch 
ohne weiteres folgern liefs. 

Die Polaren der iSfetnerschen Punkte, welche bekanntlich zugeordnete 
Pole des Kegelschnitts sind, schneiden sich mitbin stets aaf einer Linie, die 
unabhängig von k, also der Lage der zweiten Gruppe, ist. 
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Den bewiesenen Satz kann man demnach folgendermafsen aussprechen: 

Werden auf einem Kegelschnitte zwei Gruppen von drei Punkten an- 
genommen und die Punkte der ersten Gruppe mit sämmtlichen Punkten der 
zweiten Gruppe verbunden, so lassen sich die neun Verbindungslinien zu sechs 
Sechsecken zusammenstellen, zu denen sechs Pascalsche Linien gehören, die 
sich in zwei iS/^in^rschen Punkten schneiden. Die Verbindungslinie der 
beiden Sieinerschen Punkte geht stets durch die beiden Punkte, in denen 
sich die Verbindungslinien jedes Punktes einer Gruppe mit dem Durchs 
schnitt der Tangenten in den beiden andern Punkten derselben Gruppe 
schneiden. Sind die Punkte der einen Gruppe veränderlich, so sind 
zwar auch die Sieinerschen Punkte veränderlich, die Verbindungslinie 
der beiden Sieinerschen Punkte geht jedoch stets durch einen festen Punkt, 
der von der festen Gruppe bestimm t wird. Sechs Punkte eines Kegel- 
schnitts geben ze/w Paaren solcher festen Punkte ihre Entstehung. 

Die Polaren der beiden Sieinerschen Punkte schneiden sich stets 
auf einer geraden Linie, welche ebenfalls von der veränderlichen Gruppe 
unabhängig und die Polare des festen Punktes ist. 

Dieser Satz läfst sich polarisiren und giebt dann einen analogen 
für das Brianchonsche Sechseck und den Kegelschnitt, bei welchem der- 
selbe feste Punkt und dessen Polare wiederum auftreten. Wenn die be- 
wegliche Gruppe mit der festen Gruppe zusammenfällt, so wird der feste 
Punkt selbst ein Steinerscher Punkt. 

Schweidnitz, im Januar 1860. 



Digitized by 



Google 



179 

lieber die Wendungsberührebenen der Raumeurven. 

(Von Herrn JoA. Nik. Bischoff zu Mönchen.) 

JHis ist im 56*'^" Bande dieses Journals p. 177 bemerkt worden, dafs 
einer Raumcurve mn^" Ordnung 2i7iii(diit4'3n-~10) WendungsberOhrebenen, 
d. i. solche Ebenen zukommen, welche mit ihr vier auf einander folgende 
Punkte gemein haben. Man kann dies unmittelbar in folgender Weise zeigen. 

Es seien (1.) f=0 und y = 

die Gleichungen der Raumcurve und f und (p vom m*'"' und n^^"" Grade. FOr 
die Schmiegungsebeue im Punkte (x,y,z) der Curve (1.) hat man nach 
Herrn Hesse (41»^*' ßd,, p.283): 

(2.) (|<p,+ i,(p, + Cy3 + c;y,)^-^,-(^^^ = 0, 

WO P und Q homogene Functionen vom (3m -[-211—8)*"" und (3ii-f2»i— 8)*"" 
Grade der Coordinaten {x^y^ZfS) sind. 

Wählt man auf der Curve (1.) einen beliebigen Punkt (^i^Yh^^i)^ 
bezeichnet die ihm entsprechenden Werthe von f^^ ^, etc., ^j, 9)29 etc., P 
und Q d4irch /*/, ^', etc., 9)1, (p2^ etc., P' und ff und nimmt man den Punkt 
(^^^>0 so, dafs 

dann hat von den Schmiegungsebenen, die durch den Punkt (ß,ri,t^) gehen, 
allemal eine ihren Schmiegungspunkt in (^i^Xd^Ti). Bestimmt man nun die 
letzteren Coordinaten oder l so, dafs die Fläche 

im Punkte {xi^y\^z^ die Curve (1.) berOhrt, so fallen von den Schmiegungs- 
ebenen des Punktes (1..^^^) zwei zusammen, es wird also eine von diesen 
Ebenen WendungsberQhrebene. 

Die Bedingungen für das Berühren von (1.) und (3.) im Punkte (^^yi^s^i) 



sind aber: 



= 0. 



/r, n, K, fi 

9i V2 <Pz V* 
P, P. P, P. 

Ä Q. Qs Q\ 

Also ergiebt sich als Anzahl der Wendungsberöhrebenen: 2fiin(3iii-f 3ii— 10) 
und man sieht zugleich, dafs die Schmiegungspankte dieser Ebenen einer Fläche 
von der 2(3iii-|-3ii— 10)**° Ordnung angehören. 

Demnach lassen sich zwei Flächen zweiter Ordnung auf 16 Arten mit 



9 



Digitized by 



Google 



IgO Bischoffj über Wendungsberührebenen. 

einer Ebene so schneiden, dafs die sich ergebenden Kegelschnitte eine vier- 
punktige Berflhrang haben. 

Ist die Curve (1.) Durchschnitt zweier Cylinderfiächen m*""' und n^""' 
Ordnung, so reducirt sich die vorhergehende Anzahl auf: mn(5m-f 5n— 18). 
Da die abwickelbare Fläche W, welche die Curve (1.) zur Rflckkehrlinie hat, 
von der Ordnung iim(r/i-f' ^ — 2) ist, so steigt die Bedingungsgleichung (a) 
für das Berühren einer Ebene und der Curve (1.) hinsichtlich der Coefficien- 
ten der Ebene auf den Grad mn{m'\-n—2). Denkt man sich nun dieCoef- 
ficienten der Schmiegungsebene (2.) eingeführt in die Bedingung (a), so erhält 
man eine Gleichung (*) vom 3wiii(»i+n— 2)(iii-f »— 3)*^" Grade in x, y, z. 
Diese Gleichung {b) zerfällt aber offenbar 1) in die Gleichung der abwickel- 
baren Fläche IF^ 2) in die Gleichung derjenigen Fläche, deren Schnittpunkten 
mit der Curve (1.) Schmiegungsebenen zukommen, von welchen diese Curve 
noch in einem andern Punkte berührt wird und endlich 3) in die Gleichung 
derjenigen Fläche, welche die Curve (1.) in ihren Wendeschmiegungspunkten 
schneidet. Jeder Wendeschmiegungspunkt kann aber viermal als solcher Punkt 
genommen werden, dessen Schmiegungsebene die Curve (1.) noch in einem 
andern Punkte berührt. Reifst also / die Anzahl der Schmiegungsebenen, 
von welchen die Curve (1.) aufser im Schmiegungspunkt noch anderswo be- 
rührt wird, so hat man: / = r/iii(3iw-f 3« — tO){inn(iii-f w — 2) — 8}. 
Die Curve (1.) hat unter ihren Tangenten auch solche, von welchen sie 
aufser im Berührpunkt noch anderswo geschnitten wird. Man findet die An- 
zahl V dieser Tangenten durch das Verfahren, welches Jacobi für die Be- 
stimmung der Anzahl der Doppeltangenten ebener algebraischer Curven gegeben 
hat, und zwar folgt: t?= r/iii{(»i— 2)(«m-f w — 4)4"(n — 2)(f/in-f wi— 4)}. 
Es liegen also die Berührpunkte dieser Tangenten zugleich in einer Fläche 
von der Ordnung: (w — 2)(mii-|-» — 4) + (» — 2)(mii-f w — 4). 

Wählt man die Curve (1.) als Durchschnitt eines einfachen Hyper- 
boloides und einer Fläche m^" Ordnung, so giebt die vorhergehende Formel: 

V = 4m(m-l)(r/i — 2). 
Bemerkt man, dafs jeder Strahl des Hyperboloides, welcher die Fläche i/i**' 
Ordnung berührt, (»1—2) Tangenten der Schnittcurve vertritt, von welchen 
diese noch anderswo getroffen wird, so erhält man als Anzahl der die FJäche 
m*''' Ordnung berührenden Strahlen: 4r/i(fit— 1), was sich auch auf anderem 
Wege leichl als richtig nachweisen läfst. 

München, im Februar 1860. 
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Untersuchungen über ein Problem der Hydro- 
dynamik. 

(Von G. Lejeune Diriehlei.) 
(Aus dessen Nachlass hergestellt von Herrn R. Dedekind zu Zürich.) 



Aas dem achten Bande der Abbandhingen der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften za 

Göttingen abgedrackt. 



Vorwort. 



Ueber die Vollendung und Herausgabe dieser Abhandlung, welche 
nach dem letzten Willen des Verfassers mir fibertragen worden ist, sind einige 
Bemerkungen vorauszuschicken. Das hier behandelte hydrodynamische Pro- 
blem, dessen Lösung aus dem Winter 1856 — 57 stammt, wurde in kurzen 
Zogen zuerst am Schlüsse der Vorlesungen Ober partielle Differentialgleichun- 
gen im Juli 1857 vorgetragen, und gleichzeitig wurde das Hauptresultat der 
ganzen Untersuchung in den Nachrichten von der Königl. Gesellschaft der 
Wissenschaften durch eine kurze Anzeige veröffentlicht. Die vollständige Dar- 
stellung verzögerte sich aber, theils durch den Wunsch des Verfassers, den 
Gegenstand in seinen Einzelheiten noch mehr zu durchforschen, theils durch 
die Beschäftigung mit andern Arbeiten, bis die plötzliche Krankheit und der 
zu frühe Tod die Vollendung unmöglich machten. Unter den hinterlassenen 
Papieren, die sich auf diesen Gegenstand beziehen, und die am 21. Juli 1859 
in meine Hände gelangten, fand sich zunächst ein so sorgfällig ausgefQhrtes 
Manuscript, dafs es ohne die geringste Aenderung dem Druck übergeben wer- 
den konnte; nur ist es sehr zu beklagen, dafs auch in diesem Bruchstück 
die Einleitung, welche der Erörterung einiger allgemeiner Eigenschaften der 
hydrodynamischen Grundgleichungen gewidmet war, unvollendet geblieben ist. 
Aufser diesem Manuscript, welches in der folgenden Anordnung bis gegen 
den Schlufs des §.3 reicht, fand sich eine grofse Menge einzelner Papiere 
mit flüchtig hingeworfenen Formeln ohne Text, deren Bedeutung aber leicht 
zu erkennen war. Zum gröfsten Theil waren es Wiederholungen des schon 
Dargestellten, und nur selten ergab sich aus ihnen ein Anhaltspunkt für die 
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weitere AosfOhruDg. Indessen fiel es mit Hälfe dieser Papiere nicht schwer, 
die sieben Integralgleichungen erster Ordnung aufzufinden, welche in der vor- 
läufigen Anzeige der Abhandlung erwfibnt sind ; sie finden sich in §• 5 der 
folgenden Darstellung. Aufserdem wiesen zahlreiche Stellen auf den in §. 8 
behandelten Fall hin, wenn auch nirgends sich eine Discussion vorfand; ich 
habe ihn (in §• 6) mit dem andern in §• 7 untersuchten zu verbinden gesucht, 
der seiner Einfachheit halber auch in der schon erwähnten vorläufigen Anzeige 
mitgetheilt ist. Ferner gaben, wie aus den sämmtlich von mir hinzugefügten 
Anmerkungen zu sehen ist, manche Stellen des erwähnten Manuscriptes Ver- 
anlassung zur Ausführung mehr mühsamer als schwieriger Rechnungen, die, 
weil sie für künftige Arbeiten wohl nützlich sein können, ihren Resultaten nach 
in die Abhandlung aufgenommen sind und so den §. 4 bilden. Nachdem ich 
sie einmal abgeleitet hatte, dienten sie mir bei einigen weiteren Untersuchun- 
gen, deren Ergebnisse, so weit sie bis jetzt gelungen sind, ich in dem 
Schlufsparagraphen miltheilen zu dürfen glaubte. Ich verhehle mir nicht, dafs 
trotz aller auf die Arbeit gewendeten Sorgfalt und Liebe, Manches vollstän- 
diger und besser hätte ausgeführt werden können; allein ich wollte die Her- 
ausgabe nicht noch länger verzögern, um so weniger, da ich vertrauen darf, 
dafs man dieses letzte Werk des grofsen Denkers, dem es nicht vergönnt 
war selbst die Meisterhand an die Darstellung zu legen, auch in der unvoll«- 
kommenen Form würdigen wird. 

Zürich, 10. NovembeV 1859. 

R. Dedekind. 
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Jclei der Begründung der allgemeinen Gleichungen, durch welche die 
Bewegung flüssiger Körper bestimmt wird, kann man von zwei verschiedenen 
Gesichtspnnkten ausgehen. Nach der einen Auffassung des Gegenstandes stellt 
man sich die Aufgabe, ffir eine beliebige Stelle (^^y^^) und eine beliebige 
Zeit / den Zustand der bewegten Masse, d. h. die Dichtigkeit, den Druck und 
die drei Componenlen der Geschwindigkeit auszumitteln und diese fOnf Gröfsen 
als Functionen der vier Veränderlichen x, y, z, l zu bestimmen. Dem eben 
erwähnten Gesichtspunkt entsprechen* die Grundgleicbnngen der Hydrodynamik, 
welche man in allen LehrbQchern findet und welche Euler zuerst aufgestellt 
hat *). Diese £t//€frschen Gleichungen liegen auch einer grofsen Abhandlung 
zu Grunde, welche Lagrange mehr als zwanzig Jahre später in derselben 
akademischen Sammlung **) veröffentlicht hat und aus welcher er später mit 
einigen Zusätzen den Abschnitt seiner Mecanique analytique gebildet hat, wel- 
cher der Hydrodynamik gewidmet ist. Der wichtigste dieser Zusätze beginnt 
den erwähnten Abschnitt und betrifft eine von der £?ti/^schen wesentlich 
verschiedene Behandlung des Gegenstandes; Lagrange geht nämlich darauf 
aus, die Bewegung jedes Elementes der FlQssigkeit zu verfolgen, d. h. die 
Coordinaten x, y, z, den Druck und die Dichtigkeit dieses Elementes durch 
seine anfänglichen Coordinaten a, b, c und die seit dem Anfang der Bewe- 
gung verflossene Zeit / zu bestimmen. Merkwfirdiger Weise macht jedoch 
Lagrange von den diesem Gesichtspunkf entsprechenden Gleichungen gar 
keinen Gebrauch ; nachdem er nämlich bemerkt hat, dafs sie etwas complicirt 
seien ^ formt er seine Gleichungen in die iSti/^rschen um, und fflgt dann 



*) Principes generaux du mouvement des fluides (Histoire de TAcad. de Berlin; 
Annee 1755). 

**) Memoire sur la Theorie du mouvement des fluides (Nouveaux Mömoires de 
TAcad. de Berlin; Annöe 1781). 

24* 
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hinzu, dafs die letzteren wegen ihrer gröfseren Einfachheit zur Lösung be- 
sonderer Aufgaben vorzugsweise geeignet seien. Ich muljs jedoch gestehen, 
dafs mir der Vorzug, welchen Lagrange den iSti/^rschen Gleichungen vor 
den seinigen einräumt, durchaus nicht begründet scheint, indem jene eine 
Eigenlhamlichkeit darbieten, von welcher die letzteren frei sind und durch 
welche die einfachere Form mehr als aufgewogen wird. 

Die Eigenthflmlichkeit, von welcher ich rede und die Lagrange völlig 
übersehen zu haben scheint, besieht darin, dafs die Coordinaten x, y, z nicht 
unabhängige Variable im eigentlichen Sinne des Wortes sind, da die Aus- 
dehnung, in welcher sie gelten, die des Raumes ist, welchen die bewegte 
Masse jeden Augenblick einnimmt, und folglich durch die ganze vorangegangene 
Bewegung bestimmt wird. Es ist aus diesem Umstände leicht ersichtlich, in 
welche Schwierigkeiten die Anwendung der £ti/^rschen Gleichungen auf be- 
sondere Probleme verwickeln mufs, da wir jetzt wissen, was freilich zur 
Zeit des Erscheinens der Mecanique analytique noch nicht erkannt war, ein 
wie wesentliches Element fflr die Bestimmung von Functionen mehrerer Ver- 
änderlichen, welche durch partielle Differentialgleichungen und andere der 
besonderen Frage angehörige Bedingungen definirt werden, der Umfang bildet, 
welcher diesen Veränderlichen zukommt. Der Vorzug der Eulerschtn Form 
scheint auf den Fall beschränkt, wo die flüssige Masse im Laufe der Bewe- 
gung dieselbe äufsere Gestalt behält, auf welchen Fall übrigens auch der leicht 
zurückgeführt wird, wo sich ein fester Körper in einer unendlichen Flüssig- 
keit bewegt. 

Dafs die erwähnte Eigenthümlichkeit der von Euler gegebenen Glei- 
chungen Lagrange entgangen ist, hat einige Unrichtigkeiten zur Folge gehabt, 
von welchen ich die wesentlichste hier erwähnen zu müssen glaube, da sie 
in alle Lehrbücher übergegangen ist und wissenschaftliche Irrthümer um so 
schwerer verschwinden, je gröfser die Autorität ist, unter deren Schutz sie 
stehen. Schon Euler hatte in der oben citirten Abhandlung bemerkt, dafs 
seine Grundgleichungen sich sehr vereinfachen und auf eine zurückkommen, 
wenn für die ganze Dauer der Bewegung sowohl die drei Componenten der 
Geschwindigkeit als die der beschleunigenden Kraft die nach den drei Coor- 
dinaten genommenen partiellen Differenllalquotienten derselben Function dieser 
Coordinaten sind, und diese Bemerkung ist von Lagrange durch den wich- 
tigen Zusatz vervollständigt worden, dafs die eben ausgesprochene Voraus- 
setzung immer für die Componenten der Geschwindigkeit von selbst Statt 



Digitized by 



Google 



Dirichletj Problem der Hydrodynamik. 185 

findet, wenn sie nur fOr den Anfang der Bewegung gilt und überdies die 
Componenten der Kraft zu jeder Zeit dieselbe Bedingung erfüllen *3. 

§. 1. 
Die Grundgleichungen der Hydrodynamik in der Form, welche Lagrange 
denselben gegeben hat, sind die folgenden, wenn wir uns auf den Fall der 
Homogeneitfit beschränken und die Dichtigkeit der Einheit gleich setzen: 

^\li^ '^J'dr'rKW'-^ J'dF'^^ — "' 

v' + i^ ^ dz^ __ ^ 
— da db de 

In diesen Gleichungen sind a, b, c die anfänglichen Coordinaten eines 
beliebigen Elementes, so dafs also der unveränderliche Umfang dieses Systemes 



*) Hier bricht leider das Manuscript vollständig ab, und es war nirgends eine An- 
deutung über die weitere Ausfährung zu finden; doch ist wohl kaum zu zweifeln, dafs 
die beabsichtigte Berichtigung in Folgendem bestehen sollte. Wenn man diejenige Function, 
deren partielle Derivirte die Componenten der wirkenden Kraft liefern, durch partielle 
Differentiationen aus den drei ersten der von Lagrange gegebenen Grandgleicbungen eli- 
minirt, so erhält man drei Resultate, welche eine unmittelbare Integration in Bezug auf 
die Zeit gestatten; bezeichnet man mit 9, 93, S die drei Integrationsconstanten, welche 
also nur noch von a, b, c abhangen können, so ergeben sich mit Hülfe der vierten 
Liijfranj^eschen Gleichung, welche die Incompressibilität der Flässigkeit ausdrückt, leicht 
die drei folgenden Gleichungen 

dz dy da ^ db ^ de dx dz da ^ db ^ de 



dy dx da db ^ de 

in welchen u, Oj w die nach den Axen der Xj y, z genommenen Componenten der Ge- 
schwindigkeit bedeuten. Aus diesen Gleichungen folgt, dafs, wenn für ein bestimmtes 
Element {a,b,c) der flüssigen Masse dieWerthe der drei zur Linken stehenden Differenzen 
anfanglich verschwinden, dasselbe während der ganzen Dauer der Bewegung für das 
nämliche Massenelement (a,b,c) gelten wird. Ist daher ursprünglich in einem von flüssiger 
Masse erfüllten Räume — denn nur in einem solchen kommt den Zeichen u, v, w eine 
wirkliche Bedeutung zu — der Ausdruck udx-\-vdy-\'U)dz ein vollständiges Differential, 
so wird dasselbe auch zu jeder spätem Zeit für denjenigen Raum gelten, welcher augen- 
blicklich die nämlichen Elemente der flussigen Masse enthält. Es haftet daher diese 
Eigenthümlichkeit der Bewegung nicht sowohl, wie Lagrange zu beweisen glaubte, an 
dem absoluten Räume, als vielmehr an der Masse. — Die weitere Untersuchung der Be- 
deutung der drei Integralgleichungen gehört nicht hierher. 
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von drei Varinbeln durch die ursprängliche Gestalt der FlQssigkeil beslimmt 
wird^ X, y, z bezeichnen ffir die Zeit t die Coordinaten desselben Elementes, 
;; den Druck, welchen dasselbe erleidet, und X, Y, Z endlich sind die Com- 
ponenten der auf das Element wirkenden beschleunigenden Kraft. Was die 
letzte Gleichung betrifft, welche die Incompressibilität der FlAssigkeit ausdrückt, 
so hat das Summenzeichen in derselben nach der Qblichen Bezeichnung die 
Bedeutung einer Determinante. Wir werden einen Fall behandeln, in wel- 
chem die beschleunigende Kraft von der Anziehung der gesammten Masse 
herrOhrt und die Elementaranziehung dem Quadrat der Entfernung umgekehrt 
proportional ist. Bezeichnet daher V zur Zeit t das Potential der FlOssigkeit 
für den innern Punkt (^, y, 3^), so dafs also Feine Function von x, y, z und 
/ ist, und bezeichnet ferner £ die Constante, welche die Anziehung zwischen 
zwei Masseneinheiten in der Einheit der Entfernung ausdrückt, so ist 

Durch Substitution dieser Ausdrücke nehmen die drei ersten Gleichungen fol- 
gende Gestalt an 

'rfV ^ , rfV _d>l 1 rf;^ Jte,_ dV ^ dp _ ^ 
i rfl« da ' di^ da ' di^ da ^ da ' rfa ~ "' 

fO\ ; i/*.r dx I d^y dy . d^z dz dV . dp ^ 

^^'^ \ dt' dh "• (//• db ^ dr db ^ db^ db ~ ^' 

rf^^j rfV^i rf^^_ ^i_?f/L o 

dr de "T dh de ' dl* de ^ de '^ de ~ "' 
Unsere Untersuchung ist auf die Voraussetzung beschräiikt, dafs die zu be- 
stimmenden Functionen x, y, z der vier unabhängigen Variabein Uj b, c, t 
die drei ersten derselben nur. linear enthalten, und wir bemerken sogleich, 
dafs wir überall in der Folge unter einem linearen Ausdruck einen solchen 
verstehen werden, der kein von den Variabein unabhängiges Glied enthält. 
Wir haben also: 

ix=la ■\-mb -\-nc, 
(3.) |y= /'a +f/i'Ä+n'c, 

wo die Coefficienten t, m, etc. nur von der Zeit / abhängig sind und in Folge 
der Incompressibilität folgende Gleichung befriedigen müssen 

Ö = -r±///i'ii"= 1. 
Für /=0 fallen x, y, z mit a, b, c zusammen, so dafs also /=w'=n"Ä=l, 
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während die sechs flbrigen dieser Gröfsen verschwinden. Differentiirt man 
obige Gleichungen nach t, so erhalt man ffir die Componenten u, v, w der 
Geschwindigkeit 

dx dl 1 dm , I dn 

^o« N y dy dl' , rfm' , , dn' 

dt dt * dt ' dt 

Die anfänglichen Wertbe der Gröfsen 

di dm du 
Kf^ "rfT' "rfT' 

. <//• dtnf dn' 
'•*•'' ^■rf^' "rfT' dt ' 

dt ' dt ' dt 

sind nicht ganz willköbrlich , sondern es findet zwischen denselben die Be- 
dingungsgleichung 

0.+(^).+0. = « 

iiß 

Statt, welche man erhält, wenn man -jr bildet and dann t = setzt. 

Wir wollen nun zeigen, dafs unsere AusdrQcke, in denen 9 unbekannte 
Functionen der Zeit / vorkommen, die Bewegung einer flüssigen Masse aus- 
drücken, deren Elemente sich nach dem Gesetze der Natur anziehen, wenn 
die Masse ursprOnglich die Gestalt eines Ellipsoides hat, die anfängliche Be- 
wegung den Gleichungen (3".)) welche 8 wiilkahrliche Constanten enthalten, 
gemäfs ist und endlich an der Oberfläche ein constanter oder nur von der 
Zeit abhängiger Druck Statt findet. Läfst man den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten mit dem Mittelpunkt, die Axen der x ^ y, z oder Hj b, c mit den 
Hauptaxen des Eilipsoides zusammenfallen, so hat die Gleichung der anfänglichen 
Oberfläche die Form 

Ehe wir weiter gehen, ist zu bemerken, dafs unsere Ausdrflcke (3.) und (4.) 
die bei der Begründung der Gleichungen (1.) vorausgesetzte Continuitäts- 
bedinguog erfüllen, welche wesentlich darin besteht, dafs die Punkte, welche 
anfänglich eine geschlossene Fläche bilden, auch zu jeder späteren Zeit eine 
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solche bilden^ and dafs jeder nrsprOnglich innerhalb oder aufserbalb dieser 
Fläche liegende Punkt eine ähnliche Lage in Bezug auf die neue Fläche ein- 
nimmt. Es ist dies eine Folge daraus, dafs zu jedem System bestimmter und 
endlicher Werthe a^ b, c ein eben solches System von Werthen x, y, z und 
wegen 0=\ auch umgekehrt gehört. 

L&st man die Gleichungen (3.) nach a, b, c auf, so erhält man 

!a = kX'\-k'y'\-l"z, 
b = ^4.^V+/'2., 
c = vx -{' v'y -f v"z, 
wo k, X', etc. wegen 0=1 Ausdrflcke ohne Nenner und die sogenannten 
aus den 9 Gröfsen l, m, etc. gebildeten partiellen Determinanten sind, so dafs 
also z. B. k = fn'n"^m"n\ Setzt man die Werthe a, b, c in obige Gleichung 
ein, so erhält man zur Bestimmung der Oberfläche zur Zeit / 

SO dafs also bei einer durch die Gleichungen (3.) bestimmten Bewegung die 
anfänglich ellipsoidisch vorausgesetzte Oberfläche auch zu jeder späteren Zeit 
di^ Gestalt eines mit dem ursprOnglichen concentriscben Ellipsoides hat. Man 
kann noch hinzufugen, dafs Funkte, welche anfänglich ein mit der Oberfläche 
concentrisches, ähnliches und ähnlich liegendes Ellipsoid bilden, zu jeder an- 
dern Zeit in ähnlicher Beziehung zu der jedesmaligen Oberfläche stehen werden. 
Es soll nun gezeigt werden, dafs die AusdrOche (3.) den Gleichungen (2.) 
genügen, wenn die darin enthaltenen Functionen der Zeit, l, m, etc. gehörig 
gewählt werden. Hierzu ist zunächst erforderlich, dafs das Potential V der 
von dem Ellipsoid (7.) begrenzten Masse für einen inneren Punkt {x^y,z) be- 
stimmt und dann durch a, b, c ausgedrückt werde. Nach einem bekannten 
Satze ist das Potential eines auf seine Hauptaxen bezogenen Ellipsoides für 
einen inneren Punkt ein viergliedriger Ausdruck, der aufser einem constanten 
Theile drei den Quadraten der Coordinaten proportionale Glieder enthält. Um 
das Potential für unser Ellipsoid (7.), welches nicht auf seine Hauptaxen be- 
zogen ist, zu erhalten, müfste man also durch Auflösung einer cubischen 
Gleichung zu diesen Obergehen und dann des für das neue Coordinatensystem 
geltende Potential durch x, y, z ausdrücken. Bei der eben angedeuteten etwas 
umständlichen Rechnung stellt sich heraus, dafs das Resultat nur symmetrische 
Verbindungen der Wurzeln der cubischen Gleichung enthält und also ohne 
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Lösung dieser Gleichung aufgestellt werden kann. Man gelangt zu demselben 
Ergebnifs auf weit kflrzerem Wege, wenn man sich zur Auffindung des Po- 
tentials der Methode des discontinuirlichen Faktors bedient, weiche unmittelbar 
auf ein Ellipsoid angewandt werden kann, welches auf beliebige Axen be- 
zogen ist*). Da jedoch der sehr complicirte Ausdruck, welchen man durch 
die eine oder die andere der angegebenen Verfahrungsarten erhält, zu unserem 
Zwecke entbehrlich ist, so wollen wir uns bei der Ableitung desselben nicht 
aufhalten **). Es genOgt für uns zu bemerken, dafs das durch x, y, z aus- 
gedrückte Potential offenbar aufser einem constanten den Werth desselben im 
Mittelpunkt darstellenden Bestendlheil eine vollständige homogene Function des 
zweiten Grades von x, y, z enthält. Dieselbe Form wird das Potential in 
Bezug auf a, b, c darbieten, wenn man für x, y, z die Ausdrücke (3.) ein- 
setzt. Es ist also 

V = H-La'-Mb'^ Nc' - 2L'bc - 2M'ca - 2N'ab, 
wo L, M, ,,. N' sehr zusammengesetzte, elliptische Integrale enthaltende Func- 
tionen von /, w, ... fi" bezeichnen. Da hiernach-^, -^, -y- die Variabein 

a, b, c nur linear enthalten, und dasselbe von den drei ersten Gliedern in 
jeder der Gleichungen (2.) gilt, so werden diese Gleichungen unabhängig von 
a, b, c nur bestehen können, wenn der Druck aufser einem von a, b, c un- 
abhängigen Beslandlheil nur Glieder zweiter Ordnung enthält. Da wir nun 
andererseits voraussetzen, dafs dieser Druck an der ganzen Oberfläche zu der- 
selben Zeit denselben blos von dieser abhängigen Werth P hat, so mufs p 



*} Ueber eine neue Methode zur Bestimmung vielfacher Integrale (Abhandlungen 
der Akademie der Wissenschaften zu Berlin; 1839). — Unter den hinterlassenen Papieren 
fand sich die folgende vereinzelte Bemerkung: „Als einmal zwischen Jacobi und mir die 
Rede von der Attraction der Ellipsoide war, mit welchem Problem der grofse Mathema- 
tiker sich früher sehr angelegentlich beschäftigt hatte, erwähnte er eines Umstandes, der 
ihn sehr überrascht hatte, des Umstandes nämlich, dafs die Bestimmung der auf einen 
äufseren Punkt ausgeübten Anziehung auch dann nur die Lösung einer einzigen cubischen 
Gleichung erfordere, wenn das Ellipsoid nicht auf seine Hauptaxen bezogen sei, und legte 
mir die Frage vor, wie sich die Methode des discontinuirlichen Factors in dieser Bezie- 
hung verhalte. Ich konnte sogleich antworten, dafs sich bei Anwendung der eben er- 
wähnten Methode dieselbe Erscheinung zeige, und Jacobis Bemerkung zugleich durch 
die Angabe vervollständigen, dafs sich für einen inneren Punkt gar keine cnbische Glei- 
chung einstelle.^ — Vergl. Anmerkung (1) zu $. 4. 

**) Es erschien zweckmäfsig, die hier und im Folgenden angedeutete, durchaus 
nicht schwierige Rechnung wirklich auszuführen; die Resultate findet man weiter unten 
im §.4. 

Joarnal für Mathematik Bd.LVIII. Heft 3. 25 
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offenbar die Form 

,=,.+,(,_i;_^_£L) 

haben ^ wo a eine nur mit t veränderliche Gröfse bezeichnet. Setzt man 
alle im Vorhergehenden erhaltenen Ausdrucke in die Gleichungen (2.) ein, 
so zerfallt jede derselben in drei neue Gleichungen, indem die mit a, b, c 
muIlipHcirten Glieder besonders verschwinden mQssen. Man hat also zur 
Bestimmung der 10 Functionen der Zeit, l, m,.. . n!\ a die folgenden Glei- 
chungen, welche in gleicher Anzahl sind, 

rf*m , ,d^m' , „d*m" «.^ , 2a 

'''7i^+''''dr+"' -dp-^-^'^'-^w 

I d*n , ,d*H' , „d*H" nr> 

(a) /"Ä^+»-5p-+'* -dF=-2^* 



rf»/ , , rf»r , „ d'/" 



»^+»'^ + »"^ = -2^"' 



€ 



Es ist leicht, die Unbekannte a zu eliminiren, indem man aus den drei ersten 
dieser Gleichungen eine Doppelgleichung bildet; der gröfseren Symmetrie 
halber wollen wir jedoch die Gleichungen in unveränderter Form beibehalten. 

§. 2. 

Obgleich das eben aufgestellte System allen Bedingungen der Auf- 
gabe genOgt und ebensoviel Gleichungen als Unbekannte enthält, so reicht, 
streng genommen, dieser doppelte Umstand nicht aus, um die Möglichkeit der 
oben angedeuteten Bewegung zu zeigen. Es ist vielmehr noch nachzuweisen, 
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dofs unsere Gleichangen ausreichen, um aus den anfänglichen Werthen der 
Gröfsen /, m,...n" und ihrer Derivirten -jr^ ... -^, für welche anfängli- 
chen Werlhe die obigen Bedingungen gellen, die Werthe der Gröfsen /, 
fiij . . . n!' für eine beliebige Zeit t ableiten zu können. Es kommt dieser 
Nachweis offenbar darauf hinaus, zu zeigen, dafs, wenn für eine beliebige 
Zeit die Werlhe von /, iw, . . . »" und ihren ersten Derivirten als endlich und 
völlig bekannt vorausgesetzt werden, aus unseren Gleichungen die Werthe 

der zweiten Derivirten ^, ^, ... ^jf für dieselbe Zeit abgeleitet werden 

können. Es wird genügen, die hier erforderliche Rechnung, welche durchaus 
keine Schwierigkeiten darbietet, mit wenigen Worten anzudeuten. Löst man 

rf*/ d*V rf*i" 
die drei der Gleichungen (a), welche -^, -^^ -^ enthalten, nach diesen 

Gröfsen auf und verfährt ebenso in Bezug auf die sechs übrigen, so erhält 
man für jede der 9 zweiten Derivirten einen Ausdruck der Form ea-^-f^ 
wo € und f wegen d==l ohne Nenner sind und völlig bestimmte endliche 
Werthe haben, so dafs alles darauf hinauskommt sich zu überzeugen, dass a 
einen bestimmten endlichen Werth hat. Dieser Werth aber ergiebt sich aus 
einer Gleichung der Form ^(y-f/'' = 0, welche man erhält, wenn man die 

eben erwähnten Ausdrücke in die Gleichung -^=2 setzt, und in welcher 

von e* und f* dasselbe gilt, was vorhin in Bezug auf« und /"bemerkt wurde, 
und e* als eine Summe von Quadraten, die nicht gleichzeitig verschwinden 
können, von Null verschieden sein wird *). 

Es ist übrigens hinsichtlich der Bewegung, welche durch unsere Glei- 
chungen definirt wird, eine wesentliche Bemerkung zu machen, welche den 
jeden Augenblick an der Oberfläche ausgeübten Druck betrifft. Dieser Druck 
mufs in gewissen Fällen eine bestimmte Grenze übersteigen, wenn die Be- 
wegung physisch möglich sein soll, es sei denn, dafs man unter einer in- 
compressibeln Flüssigkeit eine solche verstehen wollte, die, wie sie jeder 
Zusammendrflckung, so auch jeder sie zur Trennung sollicitirenden Kraft 
widersteht. Nimmt man diese letztere Fähigkeit, wie gewöhnlich, nicht in die 
Definition auf, so ist es für die Darstellbarkeit der Bewegung durch die hy- 
drodynamischen Gleichungen erforderlich, dafs der Druck in der bewegten 



*) Das ausgeführte Resultat dieser Rechnung findet man in $. 4. 

25* 
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Masse nie negativ werde. Da nun in unserem Falle 

und der eingeklammerle Ausdruck innerhalb der Masse alle Werthe swischen 
und 1 annimmt, so bestellt fflr den Fall, wo die- Gröfse a, die im Allge- 
meinen nur durch die Integration unserer Differentialgleichungen bestimmt 
werden kann, zu irgend einer Zeit einen negativen Werth erhalt, die Be- 
dingung, dafs P nicht unter dem absoluten Werthe von a liege. Nur wenn 
a nie negativ wird, bleibt P unbeschränkt und kann die durch unsere Glei- 
chungen definirle Bewegung im leeren Räume und ohne äusseren Druck 
Statt finden. 



Nur der anfängliche d. h. <=0 entsprechende Werth von a läfst sich 

dt* 



d*0 
ohne Integration bestimmen. Setzt man < = in der Gleichung --i-7==0, so 



erhält man 



— 2 — ——2 — — — 2^'^'"" 



d^ixd^xd^ = ) </r rf« " dt dt "dt dt 

rfe»+ dl* + dt^ \ dm" du' , g dn dV , grff rfmj 

( ' ^ rff dt '^^ dt dt"^^ dt dt 

Den drei ersten Gliedern der zweiten Seite kann man die Form geben 

/rf/y, fdm'^ , / rfw"y (dl , dm' , €/w"\* 

\d%)'^\dt J'^vdrJ~\iR'^'dr'^iirJ' 

wo das letzte Quadrat nach der schon frOher bemerkten Bedingungsgleichung 
verschwindet. Andrerseits ergiebt sich, immer unter der Voraussetzung <=0, 
durch Addition der drei ersten der Gleichungen (a) 

und da zu Anfang a;, y, z mit a, b, c zusammenfallen, so hat V die Form 

F= H-Lx^~Mf-Nz\ 

so dafs also nach einem bekannten Satze 

. d*V (TV tTV o/r I *t I )vn 

Hiernach wird unsere obige Gleichung 

/< j 1 I 1\ o [ tf/'dh,*, /rfmVi rd»"\*\ , dm" auf , du lit' , dP dm 

Sind nun z. B. diejenigen der anfänglichen Werthe (4.), welche sich ausser- 



Digitized by 



Google 



Dirichlei, Problem der Hydrodynamik. 193 

halb der Diagonale befinden, und zu dieser eine symmetrlscbe Lage einnehmen, 
einander gleich, so ist der anfängliche Werlh von a positiv, und wir werden 
weiter unten sehen, dafs in diesem besonderen Falle dasselbe fOr die ganze 
Dauer der Bewegung Statt findet *). 

§. 3. 
Um von der im §.1. betrachteten Bewegung eine einfache Anschauung 
zu gewinnen, ist es zweckmftfsig die durch lineare Ausdrücke ausgedrückte 
momentane Bewegung in zwei einfachere zu zerlegen. Wir bemerken jedoch, 
dafs diese Zerlegung nur den eben angegebenen Zweck hat und für die voll- 
ständige Behandlung des Problems keinen wesentlichen Nutzen gewährt, da 
die beiden Theilbewegungen sich im Allgemeinen nicht für die ganze Dauer 
der Bewegung getrennt bestimmen lassen, und bemerken ferner, dafs einige 
der in diesem §. gebrauchten Zeichen eine von der denselben in der Obrigen 
Abhandlung beigelegten abweichende Bedeutung haben. Substituirt man in 
den obigen AusdrQcken von u, v, w fOr a, b, c die Werthe (6.), so erhalten 
die Componenten die Form 

w=fx^hy^k'% 

wo g, h etc. einfache Verbindungen von den selbst durch l, m etc. ausge- 
druckten Gröfsen l, fi etc. und den Gröfsen (4) sind, und man fiberzeugt 
sich leicht, dafs in Folge der oben bemerkten Bedingungsgleichung immer 
die Relation 

Statt findet ♦*). 

Nun läfst sich die augenblickliche Bewegung eines Systemes, bei wel- 
cher wie hier die Componenten u, v, w der Geschwindigkeit eines beliebigen 
den Coordinaten x, y, z entsprechenden Punktes lineare Functionen dieser 
Coordinaten sind, immer, auch abgesehen von der in unserm Fall Statt fin- 
denden Relation zwischen den drei Coefficienten g^ h\ k\ in zwei einfachere 
Bewegungen zerlegen. Die eine dieser Theilbewegungen ist von solcher 
Beschaffenheit, dafs, wenn das System auf drei gehörig gewählte neue Axen . 



*) Den Beweis dieser Behauptung findet man in $. 5. 

**) Die Werthe der Coei&cienten g, h, . * V* sind in $. 4. angegeben. 
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der §i 71, IQ bezogen wird, die diesen parallelen Componenten p, q^ r der Ge- 
schwindigkeit die einfache Gestalt 

(2.) p = a%, (i = bri, r = cC, 
annehmen, wogegen die andere Theilbewegung in einer blossen Rotation 
besteht, bei welcher das System sich wie ein fester K&rper um eine durch 
den Anfangspunkt gehende Axe dreht. Um sich von der Möglichkeit einer 
solchen Zerlegung zu aberzeugen, ist zunächst zu untersuchen, wie sich die 
Componenten tii, t^i, w^ der durch die Gleichungen (2.) ausgedrflckten Be- 
wegung darstellen, wenn man diese Bewegung auf drei ganz beliebige Axen 
der X, y, % bezieht. Setzt man zu diesem Zwecke unter Anwendung der 
fiblichen Bezeichnung för die von den Axen gebildeten Winkel 
cos x^ = a, cos XT] = ß, cos a:^ = y 
cos yS = a', cos ytj = /?', cos y^ = / 
cos«| = a", cos zrj ^= ß", cosa:C = /', 
so hat man nach den bekannten Sätzen 

Ui = a p-^-ß ^4*/ ^ S = OLx '{-a'y-\-a"z 

r, = a> + /?'y + /r ri = ßx^ ß'y + ß"z 

Werden die obigen Wertbe von p, q, r in den drei ersten Gleichungen und 
dann für §, rj, ^ ihre durch die drei letzten gegebenen Wertbe substituirt, 

so erhält man 

!Ui == Ix '{-ny-\-m'z 
v^ = n'x'\-my-\~rz 
IT, = m'x -f /'y + n z, 
wo zur Abkürzung gesetzt ist 

/ =aa' -^-bß" \cf /' =/iaV'-f6/9'/S" + ryy' 

m = aa!'' \ bß'^ + cy'^ . fit' = aa!'a -f bß'^ß + cy'> 
n =aa''' -f bß''' -f cf »' = aaa' + bßß' + cy/. 

Man siebt also, dafs, wenn die durch (2.) bestimmte Bewegung auf ein be- 
liebiges Axensystem bezogen wird, in den Ausdrücken für die Componenten 
nur 6 verschiedene Coefßcienten vorkommen und je zwei derselben, welche 
in Bezug auf die Diagonale symmetrische Stellen einnehmen, gleich sind. 
Es ist nun auch umgekehrt leicht, sich zu Oberzeugen, dafs jede durch lineare 
Ausdrücke von der eben erwähnten Beschaffenheit definirte Bewegang so auf 
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drei neue Axen der ^, tj, ^ bezogen werden kann, dafs die Gomponenten die 
obige einfache Form (2.) annehmen. Diese Behauptung rechtfertigt sich so- 
gleich durch den bekannten Satz, nach welchem der Ausdruck 

tx^ -f mf + nz^ + 2ryz + 2m'zx -f 2n'xy 
durch Einfahrung anderer Axen auf die Form 

gebracht werden kann, da offenbar die zur Erffiilung dieser Forderung zu 
lösenden Gleichungen mit denjenigen zusammenfallen, auf welche unsere Frage 
zurOckkommt. Wir können daher dies bekannte Resultat auf unsere Unter- 
suchung anwenden. Nach diesem Resultate sind a, b, c völlig bestimmt und 
die drei immer reellen Wurzeln dner cubischen Gleichung; von diesen Wur- 
zeln ist eine nach Belieben für a, eine zweite fOr b und die dritte endlich 
fOr c zu nehmen, da eine Vertauschung derselben keinen anderen Erfolg hat 
als eine entsprechende Aenderung in der Benennung der Axen nach sich 
zu ziehen. Sind die Werthe a, b, c ungleich, so ist auch das System der 
Axen der S, ^, C seiner Lage nach völlig bestimmt. Etwas anders verhalt 
es sich, wenn zwei der Wurzeln oder alle drei einander gleich sind. Im 
ersteren Falle, wenn z. B. a und b gleich aber von c verschieden sind, ist 
nur die Axe der ^ ihrer Lage nach bestimmt, wogegen für die beiden anderen 
irgend zwei auf einander und auf jener senkrechte Gerade genommen werden 
können. In diesem Falle wird die schon so leicht zu übersehende durch die 
Gleichungen (2.) definirte Bewegung noch anschaulicher, wenn man die bei- 
den ersten Gomponenten zu einer Geschwindigkeit vereinigt, die der Richtung 
nach mit dem auf die dritte Axe herabgelassenen Perpendikel h zusammen- 
fallt und den Werth ah hat. Sind endlich die drei Wurzeln a, b, c alle 
einander gleich, so bleibt das System der drei rechtwinkligen Axen seiner 
Lage nach ganz willkflhrlich , die Geschwindigkeit fallt überall ihrer Richtung 
nach mit der Entfernung q vom Nullpunkte zusammen und hat den Werth üq. 
Was nun zweitens eine Bewegung betrifft, in welcher das System 
ohne Aenderung in der relativen Lage seiner Theile um eine durch den An- 
fangspunkt gehende Axe rotirt, so sind für eine solche Bewegung die Gom- 
ponenten f/2, ^2, W2 der Geschwindigkeit von der Form 

(4.) 1I2 = q'z — r'y, r^ = r'x — p'z, W2=p'y — q'x, 
und umgekehrt ist jede durch diese Ausdrücke bestimmte Bewegung eine 
Rotation der bezeichneten Art. 
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Hiernach wird also die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Be- 
hauptung Ober die Zerlegbarkeit einer durch die Gleichungen (1.) dargestellten 
Bewegung dargethan sein, wenn die neun in den Gleichungen (3.) und (4.) 
enthaltenen Coefficienten so gewählt werden können, dafs 

11 = tii -|- ti2 , r = i?i -f «^2 > tr = iTt -f tTj 
wird ; dafs dies aber stets und zwar nur auf eine einzige Weise möglich ist, 
erhellt unmittelbar aus der Form dieser Forderungen, und es bleibt nur noch 
zu bemerken, dafs in Folge der Relation 

^ + A' + r = 

der Charakter der ersten der beiden Theilbewegungen in unserem Falle die 
Beschränkung erleidet, welche durch die Gleichung 

ausgedrückt wird und ihren Grund in der IncompressibiiitAl der FlOssigkeit findet. 

§. 4. 

Bevor wir weitergehen, wird es zweckmfifsig sein, die Resultate 
einiger oben nur angedeuteten Rechnungen hier anzugeben. Dazu gehört vor 
Allem der Ausdruck des Potentials V eines nicht auf seine Hauptaxen be- 
zogenen durch die Ungleichheit 

Äar^+Sy + Ä'V-f 2Ty« + 2T'«ar + 2T"a:r<l 

begrenzten Ellipsoids für irgend einen inneren Punkt {x^y,z). Bezeichnet 
man die auf der linken Seite dieser Ungleichheit befindliche ternäre quadrati- 
sche Form mit F, die ihr adjungirte 

(S'S''-r)a:'+(S''S-r*)>'*+(SS'-r'*)»*+2(2'r'-rS)>'»+2(rT-rS')aar+2(I^ 

mit F\ ferner die positive Quadratwurzel aus der Determinante 

der neun Gröfsen 

T's , T* , S"*-fl 
mit Jj so findet man nach jeder der beiden im §. 1. angegebenen Methoden*) 



*) Die in der Anmerkung zu $. t. pag. 189 erwähnte cubische Gleichung in Bezug 
auf s erhält man, wenn man den eingeklammerten Ausdruck unter dem Integralzeichen auf 
der folgenden Seite =0 setzt. 
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In QDseriD Falle hängen die Coefficienten der beiden Formen F and F' 
auf folgende Weise von den Functionen l, m, .. n" and den entsprechenden 
l, fi, . . v" ab : 

•^ — jt T ß. i- c» , ^ ~-^'r-B^Tiör 






*"* 



(7 



t 



Ä" _ ^ J. ^"'4. »^". T" _ ^^' X ff"' X »"^ 
und 

Ä" «? _ T« — ^*f *+«*>»"+ ^'x'* . T>> T T> «' — A*P'l^B*m''m+C*n "H 
ÄÄ' frm_ -A*P'*+B*m"*-\-C*H"\ -,«,, >r» g/r _ A*lP-\-B*m m'-\-f?nH' 
und endlich ist 



der Werth der Determinante der neun Gröfsen 

T', T, S". 

Um nun die Werthe der in den neun Differentialgleichungen (a) vor- 
kommenden Gröfsen L, M, . . N^ zu bestimmen, bat man in dem eben fflr V 
aufgestellten Ausdruck die Coordinaten x, y, z zu ersetzen durch ihre Aus- 
drOcke als Functionen von a, b, c; das Resultat dieser Rechnung ist dadurch 
bemerkenswerth, dafs das Potential V die Functionen der Zeit l, m, . . n" 
nur in den sechs Verbindungen *) 

Q = m^ -f m'^ + r/i"^ ; (?' = n/ + »T + n'T 

R «= n^ +11'^ -f n''^ ; R' = /r/i -{-M +rrii" 



'^) Der Umstand, dafs hier und im Folgenden der Buchstabe P, welcher schon in 
$. 1. als Zeichen für den auf der Oberfläche Statt findenden Druck gebraucht wurde, eine 
ganz andere Bedeutung hat, wird kaum zu einer Verwechslung führen können. 

/Journal für Mathematik Bd. LVIII. Heft 3. 26 
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enthält, zwischen welchen aufserdem noch die Determinantengleichnng 

PQR - PP^ - QQ" - RR'' + 2P'Q'R' = 1 
besteht. Die gesuchten Werthe sind nfimlich die folgenden: 

/ —iL /"rf* I f RP—V* I PQ—R'* \n r*sdt_, Pn f»*ds 

(J 

H,_n ras I r PQ—R" , OR—P" \n ^ $ds , Qn /-<»rf* 

"■~FV T' + v C^^ i"^:P /F»y 1^'^ A*B*C*J IT 

u u u 

^_« /"</« I f QR—P* , itP— y* >^« /^«rf< , Rn f^s*ds 

^~C^J ^+V :i5 r ßi JciJ -j^T yitßt^tj j» 

u II 

ü 

"~ C*A* J J*'^A'U*C*J ~W 

U 

j^, _ {PQ>—KR)n f-^sd» , fi'»t /""»»rf« 
^ ~ A^B* J ^» ■• A*B*C*J "^' 

und hierin ist J die positive Quadratwurzel aus der Determinante 
der neun Gröfsen 

Mit Hälfe dieser Formeln lafst sich nan auch die in §• 2 angedeutete 
Rechnung ausführen, welche den Zweck hat, die Function a durch die Gröfsen 
Ijtn, . . p!^ und deren Derivirte erster Ordnung auszudrflcken. Das Resultat 
dieser etwas mflhsamen, aber durchaus nicht schwierigen Operation ist in der 
Gleichung 

enthalten, wo das Summenzeichen sich auf alle neun Paare (l, A), {m, ^ti), . . . 
{n", v") bezieht. Der Goefficient, mit welchem hier a behaftet ist, läfst sich 
in die Form 
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bringen, woraus unmittelbar hervorgebt, dafs er niemals verschwinden kann, 
da die Annahme, dafs alle neun Gröfsen K t^> * * ^" sieb auf Null reduciren, 
mit der Gleichung 

^ + A.aV' = 1 
im Widerspruch steht. 

Um unser System von Formeln zu vervollständigen, bilden wir auch 
noch die folgenden AusdrOche für die Coefficienten g, h^ . . k" in den Ge- 
schwindigheitscomponenten u, v, w: 

du i dl . dm , dn , dv . dt , dm' , dn' 

du ^f dl t f dm y , dn ., dv ., dV , , dm^ , , dn^ 



^=^=^'5r+^'i+'^7^' *'=g^=^'är+^ 



V 



dy—'-di^^di^'^di' '^ — dy—^ di^^ di^"^ dt' 
„ dw , dP' . dm" , dn" 

y, dw . ,, rf/" , ,, dm" , ,, dn" 

Die Bedingung der Incompressibililät giebt dann zunächst die Gleichung 

d6 ^i^j_f[5£ n 

'di~ dbr'^lfy'^ dz ~ "' 

und fär das letzte Glied in der zur Bestimmung von o dienenden Gleichung 
findet man den Ausdruck 

. ^dl dl dv dw f[£^i^^ ^^ ^\^^ dudv 

* dt dt dzdy dy'dz'^ dxdz dzl^^ dy dx dx dy 



*\\dxJ +W>'/ '^\dzJ /'^dzdy "^ dx dz^ dy dx 



der uns dazu dienen wird, die am Ende des §. 2. ausgesprochene Behauptung 
zu rechtfertigen. 

Aufserden^mag noch bemerkt werden, dafs die Rotationen p', q\ r^ 
um die drei Coordinatenaxen , in welche sich die augenblickliche Rotation 
zerlegen läfst, die Werthe 

, jfdw dv \ f yf du dw\ # % ^ ^^ ^w \ 

haben. 

26* 
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§. 5- 

Wir gehen nun Aber zu der Aufstellung von sieben Integralen erster 
Ordnung, welche stets gelten, ohne besondere Voraussetzungen Ober den an- 
fänglichen Bewegungszustand zu machen. Drei derselben ergeben sich un- 
mittelbar aus den Differentialgleichungen (a.)? wenn man je zwei derselben, 
welche rechts dasselbe Glied —2L'b, — 2MU, —2N'€ enthalten, von ein- 
ander abzieht; auf diese Weise erhält man 

, dn dm , ,rfw' ,dm' , „dn" „dm*' ^ Mn'\ fdm'\ 

'^-l+''^-^+'"^-<-^-(^).-a).- 

Will man die Componenten u, v, w der Geschwindigkeit an der Stelle (x,y,z) 
und ihre nach den Coordinaten a.% y, z genommenen partiellen Derivirten ein- 
fahren, so lassen sich diese Integrale mit Hülfe der im vorhergehenden Para- 
graphen gegebenen Ausdrflcke leicht in die folgende Form bringen*) 

S-Ä = «"+»»■ +s-'- 

%-'i = «''+»-"+8»". 

aus welcher unmittelbar hervorgeht, dafs die Axe der augenblicklichen Ro- 
tation stets von denselben Elementen der flassigen Masse gebildet wird und 
dafs, wenn die drei links stehenden Gröfsen zu irgend einer Zeit gleichzeitig 
verschwinden, d. h. wenn keine Rotation Statt findet, dasselbe für die ganze 
Dauer der Bewegung gilt; die Bedingungen, welchen der Anfangszustand der 
Bewegung in diesem Falle unterliegt, sind in den Gleichungen 

ausgesprochen, und man erkennt unmittelbar aus dem im vorigen §. mitge- 
theilten Ausdruck ffir die Function a, dafs dieselbe während der ganzen Be- 



*) Vergl. die Anmerkung zu der Einleitung. 



Digitized by 



Google 



Dirichlei, Problem der Uydrodynamik. 201 

wegong nur positive Werthe annimmt; hiermit ist also die Richtigkeit der am 
Ende des §. 2. aafgestellten Behauptung nachgewiesen '*'). 

Da ferner in unserem Problem die wirkenden Kräfte nur von der 
wechselseitigen Anziehung der Elemente der flOssigen Masse herrflhren, so 
liefert uns das Princip der Fläche drei Integrale 

in welchen die Integralionen Ober alle Elemente dr der flüssigen Masse aus- 
zudehnen sind. Drfickt man die Coordinalen x, y, z durch die ursprOngiichen 
Coordinaten a, h, c aus, indem man das anfängliche Ellipsoid in unendlich 
kleine Elemente d'i=^dadbdc zerlegt, und berflcksichtigt, dafs 

fhcdT = % fcadr=zO^ fahdx = Q 

ist, wo 9)t zur Abkürzung fQr die Gesammtmasse — h — - gesetzt ist, so 
nehmen diese Integrale die folgende Form an: 

'^'('-S-''4)+«'("^-»'^)+c'(»^-»'t) 

Setzt man die in dem vorhergehenden §. mitgetheilten Ausdrücke für 
dieGrÖfsen L, M, ... N^ als bekannt voraus, so ergeben sich die vorstehen- 



(IL) 



*) Es mag beiläufig bemerkt werden, dafs die drei Integralgleichungen (I.) hin- 
reichen, um ans den neun Differentialgleichungen (a.) sechs andere abzuleiten, welche 
die neun Functionen l, m, ... nf' nur noch in den sechs Verbindungen P, Q, . ,, W, 
und aufserdem noch die Gröfse a enthalten. 
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den InlegralgleichuDgen auch aus unseren Differentialgleichungen (a.) durch 
eine etwas mühsame Rechnung, bei welcher vorzOglich zu berOchsichtigen ist, 
dafs zwischen den Gröfsen L, M^ ... A'' und P, Q, . . . R folgende Re- 
lationen Statt finden 

A\R'M'-Q'^')']-B\QL'-P'M)•\-C\P'^-BL') = 

A\Q'L -PM')-\~B^(P']S'-R'L')^C\RM'-^Q']M) = 

A'{PN' -Ä'L)-f Ä^(Ä'ilf-(?iV') + CX(?X'-P'^') = 0, 

von denen nur eine verificirt zu werden braucht, weil aus ihr die beiden 

andern durch einfache Permutation abgeleitet werden können. 

Das siebente Integral wird uns endlich durch das Princip der lebendigen 
Kraft geliefert, welches nach der Natur der in unserem Problem wirkenden 
Kräfte durch die Gleichung 

ausgedrückt wird, in welcher die Integrationen Ober alle Elemente dr der 
bewegten Masse auszudehnen sind; die wirkliche Ausführung derselben, wie 
sie sogleich angedeutet werden soll, giebt dann das Resultat 

( ^'((^)"+o'+©")) 

(in.) +ir((^)' + (^)'+ (!^7) = Con,..+ 4./-^. 

l+^0*+0'+(^)")) 

Auf der linken Seite kann man nämlich das frühere Verfahren anwenden, 
indem man den ursprünglich von der Masse erfüllten Raum in unendlich kleine 
Elemente dr^=dadbd€ zerlegt, und die Integrationen in Bezug auf die 
Variabein a, b, c ausführt; man erhält dann unmittelbar, nach Unterdrückung 
des Constanten Factors -g-, den auf der linken Seile der Gleichung (IIL) 
befindlichen Ausdruck. Auf der rechten Seile würde man durch dasselbe 
Verfahren zunächst 

/Vdr = 3»(Ä_üil±«m^) 

finden ; aus den in §. 4. gegebenen Ausdrücken für L, M, N ergiebt sich 
ferner ohne Schwierigkeit 
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also 



fv^ = l-inf-S, 



woraus denn unmittelbar die Richtigkeit der Integralgleichung (HL) erhellt. 
Allein man kann auch ohne HOlfe der Ausdrflcke fOr L, M, N den Werth 
des auf sich selbst bezogenen Potentials der flflssigen Masse leicht auf fol- 
gende Weise finden. Ist nfimlich 

jJt yf ^11 

die Gleichung des auf seine Hauptaxen bezogenen Ellipsoides, welches augen- 
blicklich die flüssige Masse begrenzt, so ist der Werth des Potentiales im 
innern Punkte {x',y',z') 

wo J die positive Qaadratwarzel aas dem Ausdruck 

bedeutet. Zerlegt man nun die ganze Masse in unendlich kleine Elemente 
dT=^dx*dfd^\ und bedenkt, dafs 

ist, so findet man zunächst 
nun ist aber 

J ds 
und hierdurch geht die vorige Gleichung in die folgende über 

and da ferner durch theilweise Integration leicht bewiesen wird, dafs 
/'"»rf* d/l_ f ^\j) , _ /••«/« 

U 
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ist^ so erbau man endlich wieder 



und hierin ist nach bekannten Sätzen 



1+^., 0, 




Ss-\-i, T"t, 


T's 




P+j.. R'> 


Q 


0, 1+^., 


= 


T"«, 5'«+l, 


Ts 


= 


Ä*, O+gi, 


p 


0, 0, 1+i, 




Ts, Ts, 


5"»+! 




9, P. 


^+r« 



J»= 



wenn man sich einer Ablieben Bezeicbnungsweise der Determinanten bedient. 
Natarlicb läfst sich die Gleichung (IIL) auch ohne das Prinzip der 
lebendigen Kraft anzuwenden, aus den Differentialgleichungen (a) ableiten; 
man bedarf aber dann der im §. 4 gegebenen Ansdröcke fOr die Gröfsen L, 
M, . . N'y und aufserdem ist die Rechnung sehr beschwerlich. 



§. 6. 
Bei der grofsen Complication der Differentialgleichungen (a) wird man 
eine vollständige Lösung des Problems wohl nur unter besonders einfachen 
Voraussetzungen Aber den anfänglichen Zustand der flAssigen Masse erreichen 
können; wir werden uns daher im Folgenden nur noch mit solchen speciellen 
Fällen beschäftigen. Eine solche einfache Voraussetzung ist diejenige, dafs 
im Anfang der Bewegung sowohl hinsichtlich der Gestalt als auch des Be- 
wegungszustandes vollständige Symmetrie in Bezug auf eine bestimmte Axe 
Statt findet; es leuchtet nämlich ein, dafs dann dasselbe fAr die ganze Daner 
der Bewegung gelten wird. Dazu ist zunächst erforderlich, dafs die Masse 
ursprAnglich durch ein Rotationsellipsoid begrenzt wird, dafs also die Axe 
der Symmetrie eine der drei Hauptaxen des ursprAnglichen Ellipsoides ist; wir 
wollen annehmen, es sei dies die Axe C, so dafs B=:A ist. Denkt man sich 
ferner an jedem Punkte a, b, c die Anfangsgeschwindigkeit, deren Componenten 

sind, nach Gröfse und Richtung construirt, so darf durch eine beliebige 
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Drehung (p des Coordinatensystems um die Axe der c Nichts geändert wer- 
den, d. h. wenn a, b resp. in acos^; — 6sin^^ as\Xi(p-\boos(p Obergehen, 
ohne dafs c sich ändert, so mufs u in ficos^ — vsin^^ v in i/sin^-j-rcos^ 
abergehen, und w ungeändert bleiben, wenn der Bewegungszustand wirklich 
symmetrisch in Bezug auf die Axe der c sein soll. Dies giebt folgende 
Bedingungen : 

©, = ». 0=<>- ©=«. (^i^O' 

V dt A ~ W/V ^dt K ~ \dt K ' 
zu welchen in Folge der Incompressibilität noch 

kommt. Der Anfangszustand der Bewegung wird daher durch Gleichungen 
von der Form 

u:= ga-\'hby v= — /ia'\-gb, w= — 2ffc 
ausgedrückt. Die beiden Theilbewegungen, in welche jede solche Bewegung 
zerlegbar ist, werden daher folgende Componenten haben: 

V2 = fib, i?2 = — Aö, ||>2 = 0, 
woraus sich ergiebt, wie sich erwarten liefs, dafs die Theilchen der flüssigen * 
Masse aufser einer Rotation um die Axe der Symmetrie, eine derselben 
parallele Bewegung —2ffc und eine auf ihr senkrechte ^}/ii^-f 6^ besitzen, 
deren Richtung durch die Axe selbst hindurch geht. 

Sind diese Bedingungen für den Anfangszustand erfüllt, so wird die- 
selbe Symmetrie auch für die ganze Dauer der Bewegung gelten; alle Theil- 
chen, welche ursprünglich eine symmetrische Lage in Bezug auf die Axe 
der c einnehmen, d. h. für welche a^-f ^^ ^^^ ^ constant sind, werden zu 
jeder spätem Zeit in derselben Beziehung stehen, so dafs wieder x^-^y^ 
und z für diese Theilchen dieselben Werthe besitzen. Diese Eigenschaften 
der linearen Functionen x, y, z der ursprünglichen Coordinaten a, b, c haben 
zur Folge, dafs stets 

» = 0, n' = 0, r = 0, rii"= 0, 
m'=l, r=-m 
sein mufs, so dafs diese linearen Ausdrücke folgende Form annehmen: 
x=^la'\'mb, y z=: -- rna -]- fb , z=:n"c 
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und offenbar sind die Bedingungen, welche hieraus für die anfängUchen Werthe 
der Derivirten tt, ^^ • • • "jr" folgen, identisch mit den soeben aufge- 
stellten. Die Bedingung der Incompressibiiität besteht in der Gleichung 

(/^ + m^)n''= 1; 
und folglich erhält man durch Umkehrung der vorstehenden Gleichungen 

a = M'x — mn"y} b = tnn^x -\- M'y; c = -jp«. 
Die Gleichung des augenblicklichen Ellipsoides ist daher 

und die Componenten der Geschwindigkeit haben die Form 

dl ^ dm , 1 rf#i" , iiftdm dl \ 

dm ^ dl . n^,dm dl \ i dn" 

rfw" 1 du" 

dt n" dt 

wodurch wieder ausgedruckt wird, dafs Gestalt und Bewegungszustand zu 

jeder Zeit symmetrisch in Bezug auf die Axe der c oder z ist; besonders 

bemerken wollen wir noch, dafs 

,dm dl \ ./ du da 



m 



,,f. dm dl \ yf du dv\ 

das Mafs fflr die augenblickliche Rotation um die Axe der z ist. 

Wir haben jetzt zu untersuchen, in welcher Weise unsere Hypothese 
aber die Natur der Bewegung mit den Fundamentalgleichungen (a.) in Ueber- 
einstimmung zu bringen ist. Da in unserer Annahme das Potential V fflr 
einen Innern Punkt durch die Gleichung 

ausgedrflckt wird, in welcher 

ist, so erbalt man fflr die Gröfsen L, M, . . , N' folgende Werthe: 

L' = 0, ilf' = 0, 2V'=:0. 
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Hieraus folgt, dafs vier von den nenn Differentialgleichungen (a.) durch unsere 
Hypothese identisch erfQllt sind, während die fünf tibrigen sich auf die drei 
folgenden von einander wesentlich verschiedenen reduciren: 

welche in Verbindung mit der schon vorher aufgestellten Bedingung der In- 
compressibilität zur Bestimmung der vier Functionen l, m, n", a vollständig 
hinreichen, wie aus den in §. 2. gegebenen Andeutungen erhellt. 

Nachdem so die Zulässigkeit unserer Hypothese nachgewiesen ist, 
schreiten wir zur vollständigen Lösung des entsprechenden Problems, indem 
wir dasselbe auf eine Quadratur zuröckföhren. Die letzte der drei vorstehen- 
den Differentialgleichungen bat das Integral (vergl. §. 5. I.) 

. dm dl /dm\ 

und hieraus ergiebl sich die Folgerung, dafs die Rotationsgeschwindigkeit 
(ü == Wi^n" stets proportional der Länge der Rotationsaxe Cit" des Ellipsoides 
ist. Durch zweimalige Differentiation der Gleichung 

erhält man ferner 

jdl_. dm___ i dn" jd*l ft*rn ( dls* fdiKs* _ 1 rfV , \ fdn"\* 
dl +'" dt ~ 2«'" dt ' 'rfF+'"'^+v"5r>' +Vrff/ ~ 2ii''* dt* '^l^WJ ' 

quadrirt man die erste dieser beiden Gleichungen, und addirl dazu das Quadrat 

der vorstehenden Integralgleichung, so erhält man 

i Udiy ,/</»» Vi , , 1 /c/«"\» 

i?^\\w) +hr) I = """-^ i^^-df) ' 

und hierdurch geht die zweite Gleichung in die folgende über: 

,rf'/ , d*m ,„, 3 /rf/»"V 1 d*H" 

^lF-r"'-dr = "*""" TJiüJTK-^J-Zn"* dt* • 

Auf diese Weise gelingt es, die beiden Fonclionen / und m vollständig zu 
eliminiren, und wir erhalten zur Bestimmung der Functionen n", o die beiden 
folgenden Differentialgleichungen : 

i d*n" , 3 /«/«"V , „ 2<y o # «"*/''•" 2ff ^ j^ 
-2^-W-^4n^i-drJ-'"> =W-^'^* " -di^^ü^-^'^' 

in welchen die Gröfsen L^ N nur noch von der Variabein n" abhängen. 

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen . , , indem man die erste 

27* 



Digitized by 



Google 



208 üirichlet, Problem der Hydrodynannk. 

mit »"^ die zweite mit -^in multiplicirt und dann addirt, so erhält man nach 
Sobstiturion der Aasdrflcke für L und iV die Gleichung 

welche mit der im §. 4. gegebenen abereinstimmt. Eliminirt man dagegen a 
aus den beiden vorhergehenden Gleichungen, indem man die zweite mit -^^ 
die erste mit -^ multiplicirt, und dann subtrahirt, so erhält man die Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung 

\2n'" '^^ J dt* ^ !•"* V dt J T^^o— ^^y j 'n"(il«+M"«)(C*n'"+*) ' 

multiplicirt man dieselbe mit 2-^, so läfst sich eine Integration ausfahren, 
deren Resultat 

offenbar nichts Anderes ist, als das durch das Princip der lebendigen Kraft 
gegebene Integral. 

Um nun diese Gleichungen, durch welche das Problem in der That 
auf Quadraturen zurackgefahrt ist, bequem discutiren zu können, ist es zweck- 
mäfsig, das Verhaltnifs 

a==-3— — = n v^ = H a^^ 



der Rotationsaxe Cn!' des Ellipsoides zu dem Radius D^^-^A^C der Kugel^ 
deren Volumen dem des Ellipsoides gleich ist, als neue Variabele einzufahren. 
Ferner wollen wir 

setzen. Ersetzt man endlich die Integrationsvariabele 9 durch D^a, und fahrt 
zur Abkarznng folgende Bezeichnung ein : 

so nehmen die drei' zuletzt erhaltenen Gleichungen folgende Formen an: 
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WO ÜC eine Constante bezeichnet, deren Werth von (>o) ^u? ('^} abhängt. 
Für die Discassion selbst ist es nothwendig einige zum Theil schon bekannte 
Eigenschaften der Fanclion f{a) vorauszuschicken. Durch wirkliche Aus- 
rechnung des bestimmten Integrals erhält man 

oder 

je nachdem a<Cl oder a>l ist; für a==l nehmen beide Formen den- 
selben Werth /*(1)=:2 an; wird a unendlich klein oder unendlich grofs, so 
wird f{a) unendlich klein; und aus dem obigen Ausdruck för f{a) gebt 
hervor, dafs f{a) ein und nur ein Maximum /(1) = 2 hat. Ist daher /i irgend 
ein zwischen und 2 liegender Werth, so hat die Gleichung f{a)=p zwei 
Wurzeln, von denen eine unter, die andere Aber der Einheit liegt. Ferner 
fiberzeugt man sich leicht, dafs, wenn a von bis 1 wächst, die Function 
f'(a) beständig von 4*^ ^^^ ^ abnimmt und dann fOr a>>l negativ wird, 
so dafs, wenn q irgend ein positiver Werth ist, die Gleichung f'{a) = q stets 
eine und nur eine Wurzel hat, und zwar liegt dieselbe unter der Einheit. 
Endlich ist aus den früheren Untersuchungen Aber die gleichförmige Rotation 
einer flüssigen Masse bekannt, dafs die Function c^f{ct) ein Maximum 
= 0,2246... hat. 

§. 7- 
Betrachten wir non zunächst denjenigen speciellen Fall, in welchem 
ursprünglich, und folglich auch während der ganzen Bewegung keine Rotation 
Statt findet, also 

(.0 = 
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ist. Nehmen wir aufserdem vorläufig noch an *), dafs Qrsprflnglich gar keine 
Geschwindigkeit vorhanden, also auch 

o. = 

ist, so haben wir die Gleichungen 

(«+?)(w)' = »«'(A«)-««..)!- 

Aus der letzten derselben folgt, dafs während der ganzen Bewegung /'(a)^/'(ao) 
sein mufs; ist daher ursprönglich &()=!, d. h. ist die ursprOngliche Gestalt 
der ruhenden flflssigen Masse eine Kugel, so folgt, dafs stets a=:a„=1 
bleiben mufs. Nehmen wir dagegen an, dafs oe<Il, dafs also die ursprüng- 
liche Gestalt ein abgeplattetes Sphäroid ist, so ergiebt sich, dafs während der 
ganzen Bewegung a^i^a<al sein mufs, wo «i die zweite Wurzel der 
Gleichung f{a)==f{ao) bedeutet, von der wir wissen, dafs sie Ober der Ein- 
heit liegt. In der That wird nun a alle Werthe des Intervalls von a^^ bis «i , 
und wieder zurück von ai bis a,) periodisch, und jedesmal nach Verlauf der- 
selben Zeit 



' = l^/°'''"F/l^P7k) 



durchlaufen; man öberzeugt sich hiervon sogleich, wenn man bedenkt, dafs 
-^ nur dann sein Zeichen ändern kann, wenn a=:ao oder =cf| ist, und dafs 

d*a 

-jT-^ im ersten Falle einen positiven, im zweiten einen negativen Werth hat, 

und wenn man ferner berücksichtigt, dafs der vorstehende Werth von r endlich 
ist, da an den Grenzen des bestimmten Integrals die Function /*(a) —/*(ao) 
von derselben Ordnung unendlich klein wird, wie a— er,, oder a — a^. Die 
Bewegung besteht also aus isochronen Schwingungen, in welchen die Flüssig- 
keit durch die Kugelgestalt hindurchgehend abwechselnd die Form eines ver- 
längerten und die eines abgeplatteten Ellipsoids annimmt. Natürlich würde 

*) Das Resultat der Untersuchung für diesen Fall ist von Dirlchlei in der vor- 
läufigen Anzeige der Abhandlung vollständig ausgesprochen. 
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die Bewegung genau dieselbe sein, wenn das Sphäroid ursprflnglich ein ver- 
längertes wäre; es wQrde dann nur a^, mit a^ zu vertauschen sein. 

Der Charakter der Bewegung bleibt auch dann noch derselbe , wenn 
das Sphäroid seine Bewegung nicht aus der Ruhe beginnt, wenn nur die 
Anfangsgeschwindigkeit in Bezug auf die Anfangsgestalt unterhalb einer ge- 
wissen Grenze liegt, welche durch die Bedingung 

bestimmt wird. Ist dagegen diese Bedingung nicht erfüllt, also 

SO kann -^ nach Verlauf einer endlichen Zeit niemals verschwinden; denn 
at 

bezeichnet k eine nicht negative Constante, so wird das Integral 



i 

mit unendlich wachsendem a, und das Integral 



=/"''« yÄ=)P 



-/"^''ll-mfk 



1 

ySÜi^J — 1^ f{a)+k 
mit unendlich abnehmendem a Ober alle Grenzen wachsen. Ist daher (^j 
positiv, so wird -^ stets positiv bleiben and sich unbegrenzt dem Werth 



nähern, während a mit t unbegrenzt wächst; das Ellipsoid wird sich also 

unbegrenzt verlängern. Ist dagegen Q^j negativ, so wird — stets negativ 

bleiben und dem absoluten Werth nach mit a unbegrenzt abnehmen, während 
t aber alle Grenzen wächst; das Ellipsoid wird sich daher unbegrenzt abplatten. 

In allen diesen Fällen wird aber die Function a niemals negative Werthe 
annehmen, so dafs diese Bewegungen ohne Annahme eines äufsern Druckes 
physisch möglich sind. 
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§. 8. 
Wir wollen jetzt zu dem Fall fibergehen, in welchem ^^ von Null 
verschieden ist, also während der ganzen Bewegung Rotation Statt findet. 
Zufolge der am Ende des §. 6. angeführten Eigenschaften der Function f{a) 
und ihrer Derivirten /"'(«) giebt es stets einen und nur einen Werlh d, welcher 
der Gleichung 

n^) = ^ 

genügt, und zwar ist 0<;^<Cl* Betrachten wir nun die Function 

so ergiebt sich leicht, dafs t^(o) = und dafs V^(a), wenn a von bis d 
wächst, beständig abnimmt, also negativ wird und für a^=^d den kleinsten 
Werth ^((T) erreicht, der also ebenfalls negativ ist; wächst dann a weiter, 
so wächst auch tp{ct) und zwar mit a über alle Grenzen. Die Gleichungen 
der Bewegung nehmen nun die folgenden Formen an: 

in denen zur Abkürzung 

gesetzt ist. Hieraus geht zunächst hervor, dafs für die ganze Dauer der 
Bewegung 

V/(a)^V^(a„)+/f 

und folglich a stets unterhalb einer angebbaren endlichen Grenze liegen mufs ; 
das Vorhandensein auch der geringsten anfänglichen Rotationsbewegung ver- 
hindert also eine unbegrenzte Verlängerung des Sphäroides. 

Da ferner y){d) der algebraisch kleinste Werlh der Function v^(a) ist, 
so haben wir je nach dem Werth der Constanle yj{a^^'\-k nur drei Fälle 
zu unterscheiden. 

(10 ^'(«cO+A = xp{d). 

Dies ist, da k nicht negativ sein kann, nur dann möglich, wenn A=0, 
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und ao = <'> also 

ist; in diesem Falle mufs a constant =a^i bleiben, so dafs die Bewegung 
in einer gleichförmigen Rotation eines abgeplatteten SphSroides von unver- 
änderlicher Gestalt um die kleine Axe besteht, was der zuerst von Maclaurin 
behandelte Fall ist. Bekanntlich ist erforderlich, dafs der Werth von ^l 
einen bestimmten numerischen Werth 0,2246.. nicht flbersteigt; für jeden 
unterhalb dieser Grenze liegenden Werth von qI existiren zwei verschiedene 
entsprechende Sphäroide, die identisch werden, wenn qI diesen Grenz werth 
selbst erreicht. Ferner leuchtet ein, dafs die Gröfse a dann einen unver- 
änderlichen positiven Werth hat, dafs also die Bewegung wieder ohne einen 
äufseren Druck physisch möglich ist. Endlich ergiebt sich auch umgekehrt, 
dafs a nur unter den Bedingungen dieses Falles constant sein kann. 

(2.) v(^)<V^(«u) + *<0. 
Dieser Fall ist, da k nicht negativ sein kann, nur dann möglich, wenn 

qI < «ü A«ü) 

und aufserdem der absolute Werth von (^^ eine von ^o und a^ abhangige 

Grenze nicht flbersteigt. Die Gleichung V^(a) = V'(ao)-f A: hat dann zwei 
bestimmte Wurzeln a' und «">>«', und zwar ist 0<C«'<;(^- Hieraus folgt, 
dafs a stets zwischen den beiden Grenzen a' niid a" liegen mufs, und in 
der Tbat wird a abwechselnd diese beiden Grenzwerthe, stets nach Verlauf 
derselben Zeit 



= wf^i 



a' 



*+V(«o)— V'l«) 



erreichen; die Rolationsgesch windigkeit ist bei dem Minimumwerlh a' zu 
klein, bei dem Maximumwerth a" zu grofs, als dafs die flüssige Masse ihre 
augenblickliche Gestall beibehalten könnte. Auch ist zu bemerken, dafs, wenn 
die Rotationsgeschwindigkeit im Augenblicke der gröfsten Verlängerung des 
Sphäroides einen gewissen Werth fibersteigt, diese Bewegung nur unter der 
Wirkung eines hinreichend starken äufseren Druckes physisch möglich ist. 

(3.) v(«ü) + A:^0. 

In diesem Falle hat die Gleichung V^(a) = v^(au)-j-Ar eine einzige 
Wurzel, und es wird daher entweder von vornherein, oder wenigstens nach 
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Ablauf einer endlichen Zeit das Sphäroid anfangen , sich immer mehr und 
ohne Grenzen abzuplatten. Auch hier gilt die eben gemachte Bemerkung 
Ober die physische Möglichkeit der Bewegung. 

§. 9. 
Die soeben behandelten Fälle bieten die EigenthQmlichkeit dar, dafs in 
ihnen die Werthe der drei in §. 4. mit P\ Q, B! bezeichneten Verbindungen 
während der ganzen Dauer der Bewegung verschwinden. Es erschien nun 
der Mühe werth zu untersuchen, ob aufser den genannten Fallen noch aridere 
möglich sind, welche dieselbe Eigenschaft besitzen. Durch eine sorgfältige 
Analyse ergab sich, dafs noch zwei andere solche Bewegungen mit den 
Fundamentalgleichungen (a) in Uebereinstimmung gebracht werden können. 
Die erste derselben wird durch die Gleichungen 

X = la, y = fn'b, z = n"c} tm'n" = 1 ; 



,dU 2a ^ r^^ds /« ,e/»m' 2o ^ /""ds m" 

ffl 






ausgedrOckI, in denen zur Abkürzung 



gesetzt ist *) ; allein hier reicht das von dem Prinzip der lebendigen Kraft 
herrfihrende Integral nicht aus, um das Problem auf Quadraturen zurück- 
zufahren. 

Der zweite Fall, welcher sich bei der Untersuchung auf eine eigen- 
thfimliche Weise von den öbrigen absondert, giebt das schöne von Jacobi 
gefundene Resultat, dafs ein dreiaxiges Ellipsoid, dessen Axen A, B, C der 
Bedingung 

genügen, um die kleinste Axe C mit constanter Winkelgeschwindigkeit, 
deren Qnadrat 



*) Diese Gleichungen finden sich an verschiedenen Stellen, aber ohne weitere 
DiscDssion, in den von Dlriehlei binterlassenen Papieren. 
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ist. rotiren kann, so dafs 

x = aco%kt\bi\wkl^ y = — «r sin A:/ -f 6 cos Ar/^ «== t- 
die Gleichungen der Bewegung sind. 

Aus dieser Untersuchung crgiebl sich also auch das Resultat, daTs ein 
flüssiges homogenes Ellipsoid, dessen Elemente sich gegenseitig nach dem 
AW*/o;ischen Gesetze anziehen , nur dann wie ein fester Körper um seinen 
Schwerpunkt rotiren kann, wenn die ßew^egung um eine feste, mit einer 
der Hauptaxen des Ellipsoides zusammenfallende Axe geschieht, was der von 
iftaclaurin und Jacobi untersuchte Fall isl*); offenbar nSmIich worden 
aufser den Gleichungen P' = 0, !p'==0, R' = noch die Bedingungen 
P=1, 0=1, R=i zu erfüllen sein, wodurch die übrigen, aufser den 
beiden soeben erwähnten, Fälle ausgeschlossen werden. 

Dio geometrische Bedeutung der Gleichungen P'=0, Q' = 0^ /i'=0 
besteht darin, dafs diejenigen Elemente der flüssigen Masse, welche anfänglich 
auf den drei Coordinatenaxen, also auf den Hauptaxen liegen, auch während 
der ganzen Bewegung drei zu einander senkrechte Gerade erfüllen; da nun 
andererseits aus der linearen Natur der Ausdrücke für x, y, z erbellt, dafs 
solche Theilchen der flüssigen Masse, welche ursprünglich in drei conjugirten 
Durchmessern liegen, dieselbe Eigenschaft stets beibehalten, so isl der eigent- 
liche Sinn der erwähnten drei Gleichungen der, dafs die drei Hauptaxen des 
Ellipsoides stets von denselben Elementen der flüssigen Masse gebildet werden. 
Es lag nun nahe, eine verwandte Hypothese zu machen, die nämlich, dafs 
die Richtungen der drei Hauptaxen stets unverändert bleiben ; bedient man 
sich der in §. 4. eingeführten Bezeichnungen, so wird diese Forderung durch 
die drei Gleichungen T=0, T'=0, T"=0 ausgedrückt und sie isl offen- 
bar sowohl in dem ersten der beiden* in diesem §. erwähnten Fälle, als auch 
in demjenigen erfüllt, welcher vorher (in §.6—8.) ausführlich behandelt ist; 
aufserdem ergab aber die Durchführung dieser Hypothese noch einen dritten 
Fall, welcher ein schönes Seitenstück zu dem soeben angeführten von Jacobi 
herrührenden Salze bildet und sich auf folgende Weise aussprechen läfst: 



*) Diese Bemerkung ist fast wörtlich einem Briefe üirtchlHs an Herrn Kronvcker 
entnommen. 

28* 
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Ein jedes dreiaxige Ellipsoid, welches dem Satze von Jacobi genflgt, 
kann auch seine Sufsere Gestalt und Lage unverändert beibehalten, wenn 
eine innere Bewegung der Elemente Statt findet, die durch die Gleichungen 

A B 

X = acos kt '\' b -g^ sin kt, y = — «-jsinAr/-f äcosA:/, z = c 

ausgedrflckt wird, in denen die Constante k die frühere Bedeutung hat; jedes 
Theilchen beschreibt eine Ellipse, deren Gleichungen * 



sind, und zwar in derselben Weise, wie wenn es isolirt wäre und gegen 
den Mittelpunkt seiner Bahn durch eine der Entfernung proportionale Kraft 
angezogen wflrde, deren Mafs für die Einheit der Entfernung = k'^ ist. 
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Zusatz zu der vorstehenden Abhandlung. 

(Von Herrn Dedehind zu Zürich.) 



Dei dem gegenwärtigen neuen Abdruck der DiricAletschen Abhand- 
lung erschien es mir zweckmfifsig, zu den im §. 9 aufgestellten Sätzen die 
Rechnungen nachzuliefern, welche ich in die Abhandlung selbst nicht auf- 
nehmen zu dürfen glaubte; es ist mir bei dieser erneuerten Beschäftigung 
mit dem Gegenstande gelungen, einen neuen allgemeinen Satz zu finden, wel- 
cher eine eigenthflmliche Reciprocität zwischen je zwei zusammengehörigen 
Bewegungen eines und desselben flOssigen Ellipsoides ausspricht, und als spe- 
ciellen Fall die Beziehung enthält, welche zwischen der Rotation eines Jacohi-^ 
sehen ungleichaxigen Ellipsoides und der von mir aufgefundenen Bewegung 
desselben Ellipsoides Statt findet. 

§. 1. 
Wir beschäftigen uns zunächst mit der Untersuchung desjenigen Falles, 
in welchem während der ganzen Dauer der Bewegung die Relationen 

ijy = iw» 4- 1»'»'+ m^'n!' = 0, 
(?' = »/ +n''' +»"'" =0, 
Ä'=/iii+/V/i'-f/W=0 
Statt finden, deren geometrische Bedeutung, wie im §. 9 der Abhandlung be- 
merkt ist, darin besteht, dafs die Hauptaxen des Ellipsoides stets von den- 
selben Elementen der flOssigen Masse gebildet werden. Bezeichnet man, wie 
ich es in §.4 der Abhandlung gethan habe, die Verbindungen 

P 4-r -fr mit P, 
wi'-f m'^-l-iii"' mit Q, 
n^-j-n'^^n"' mit R, 
so ergiebt sich aus der Hypothese (1.) folgendes System von Relationen: 

!i = PI, V = PI', r = pr, 
m = Qfi, m' = Qfi', w" = Q/u.", 
n=:Rr, fi' = Rv\ n'' = Rv'\ 
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leuchtet ein, dafs die neun Gröfsen 




yp ' i/p ' 


V 

yp' 


m m' 


m" 


M m' 


»." 



7ä' 7ä' y« 

die CoefficieDten einer orthogonalen Coordinaten- Transformation bilden, und 

es ist 

PQR = 1. 

Setzt man daher 

x'^P = Ix +/V 4-rjj, 
yYß == mjr-j-fn'y-f rii"a^, 
i5']/il == nx-fn'y +fi"a, 

so sind X*, y\ d' die Coordinaten eines Punktes in Bezug auf ein neues 
rechtwinkliges Coordinatensystem , dessen Coordinaten in Bezug auf das ur- 
sprüngliche X, y, z sind. Da nun die mit der Zeit veränderlichen Coor- 
dinaten X, y, z eines flflssigen Elementes von den anfänglichen Coordinaten 
a, by c desselben Elementes in folgender Weise abhängen: 

X = la -{-mb -f nc, 
y = Va +fii'*-fn'c, 

so sind 

die Coordinaten desselben Elementes zur Zeil / in Bezug auf das neue mit der 
Zeit veränderliche System, und die Gleichung der Oberfläche des Ellipsoides wird 

jr" y* i" 

woraus die oben angegebene geometrische Bedeutung unserer Hypothese (1.) 
unmittelbar hervorgeht. Aber es ergiebt sich auch der Werth des Potentiaies 
im Elemente {x\y\z') oder {a,b,c) zur Zeit /; 

*^ V J\ A'P-\-t U'Q+a r'Ä-f«/ 
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also 

worin 

ist. Dieselben Wertbe ergeben sich auch aus den Formeln des §. 4 der Ab- 
handlung; doch schien es mir zweckmäfsig, dieselben für unsern Fall direct 
abzuleiten. 

§. 2. 
Nach diesen unmittelbaren Folgerungen aus der Hypothese gehen wir 
zu der Untersuchung Ober, wann dieselbe mit den Differentialgleichungen (a) 
im §. 1 der Abhandlung in Uebereinstimmung ist. Durch eine erste Differen- 
tiation erhalten wir in Verbindung mit den Integralgleichungen (I.) (In §. 5 
der Abb.) folgende Gleichungen: 

/ dn , ,dn' „dn" .^ dm , ,dm' , „dm" .„ 

KA-) \ " rfl + " rft + " ^ '*'' ' Ä + ' lÜ^ ' dt **' 

,dm , ,rfm' , ,„dm" ,^ dl . dV , „df ,,^ 

'-5r+'-rfr+''-rfr = *«' •»Ä-+'"'-rfr+'»-rfr = -**^' 

also fflr den Anfangszustand der Bewegung die- Relationen 

(^X=-(^X'*^- (f).=-0.-»> ©.=-©=*«• 

Da ferner 

L' = M' = JV' = 

ist, so ergiebt die folgende Differentiation 

dm dn , dmf dn' , dm" dn" 



dt dt ^ dt dt ~ dt dt 



= 0, 



^^'i \ dt i#/ T rf# J4 T jt ilt — "' 



dt dt ^ dt dt * dt dt 
dl dm , df dm> , df dmf 



= 0. 



dt dt ' dt dt ^ dt dt 
Hieraas folgen fflr den Anfangsznstand der Bewegung die Relationen 
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also auch 
d. h. 

«s=o, sa = o, »©=0. 

Es ist daher entweder 

a=o, « = 0, S = 0, 
oder z. B. 

a=o, «=o, (^). = (^).- 

Id beiden Fällen entnimmt man aus den Gleichungen (3.) 

. dn , ., du' . «, rfw" ^ 

''•* + "• rfr+'^ irr = ^' 

so dafs, mft RQcksicht auf die Gleichungen (2.) 

dn : dn' : dn" =z v:v' : y" s=: n : n' : n" 

ist, woraus folgt, dafs die Verhältnisse -7^, -jf conslant und folglich 

(5.) n = 0, n'=0 
ist. Hieraus ergiebt sich sogleich in Verbindung mitP' = 0, 0^=0^ dafs auch 

(6.) «i" = 0, r = o 

sein mufs. Die Forderungen, der Hypothese (1.) und die daraus abgeleiteten 
Folgerungen (3.) und (4.) reduciren sich daher auf die Gleichungen 

Man setze deshalb 

worin h eine neue Function bezeichnet, deren Anfangswerth <=0 ist; durch 
Einfahrung dieser beiden AusdrOcke für I', m in die zuletzt aufgestellten 
Gleichungen erhalt man 

Es ist daher entweder 
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oder, wenn d von Null verschieden, 

X = ta-\-mb, y= — ma -{^Ib, z = n"c. 

Der erste dieser beiden Fälle stimmt mit dem zu Anfang des §.9 der Ab- 
handlung angefahrten fiberein; bezeichnet man die Axen AI, Bm\ Cvl^ mit 
^i ßi Y> so hat man zur Bestimmung derselben und der Function o die 
Gleichungen 

rf'« o o rd^ «• /jrf*/* o o rds ß" 

y^ = 2a-2./"5.^; aßy^Com. 
worin 

" = /0+f)(i+^)(i+^) 

ist. 

Im zweiten Fall reduciren sich die Gleichungen (a) (§. 1 der Ahh.) 
auf die Folgenden fflnf: 

, rfW , </*m 2ff „ /'•</» 1 

' 

' 

Ü ' 

worin 



^ = /(l+^)(»+^)(l+TTi;p.> 

Wenn nun i4 = A ist, so sind die beiden ersten dieser Gleichungen unter 
einander identisch, und man erhält den in §§.6—8 der Abhandlung unter- 
suchten Fall. Ist dagegen B von A verschieden, so ergiebt die genauere 
Untersuchung, wie sie sogleich angedeutet werden soll, dafs diesen fünf zur 
Bestimmung der vier Functionen l, m, n!\ a dienenden Gleichungen nur durch 
ein constantes 

n"= 1 

Journal für Mathematik Bd. LVIII. Heft 3. 29 
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Genfige geschieht. Es folgt dann 

f^ds i f^d% 1 

"^ "('+i.X'+:^) ^ ^<+^ 

,dH . d*m _ 2en f ds » .j 

*dF'^"*'dF~ ~1Fb^J TV, , »\/, , » \ — ~*' 



</<• dt* 



worin 



^ = /('+^)('+-^)(t+^> 



Damit die drei letzten Gleichungen mit einander barmoniren, ist erforderlich, dafs 

I #< 1 /«"N sinW Cdtn\ sinkt 

ist; aus /^-j"'^^ = l9 f^'ff* endlich 

/ = cos kt, m = sin A/, 

worin k zweideatig ist. Dies ist der Satz von Jacobi. 

Dafs wirklich in diesem Falle n" constant sein murs, ergiebt sich auf 
folgendem Wege, dessen nähere Ausführung hier aber zu viel Raum ein- 
nehmen wQrde. Die beiden ersten der fünf Gleichungen geben a und 
/-^rp-f^'-y^ ausgedrückt durch n"; verbindet man hiermit die beiden letzten 

Gleichungen und verfährt wie in §. 6 der Abhandlung, so kann man / und m 
vollständig eliminiren, und man erhält folgende Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 

2/i"* 1Ü^ 4/*"» \dt J^^""^ ~ ^^y d '(il«+w"«)(Ä*+w"*) ' 
welche nun noch mit der dritten jener fünf Gleichungen 

barmoniren mufs. Allein aus der Combination dieser beiden Gleichungen leitet 

dn" d*n" 
man eine von --^, -^p- befreite Gleichung ab, von welcher man nachweisen 
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kann, dafs sie för kein noch so kleines an n''=l angrenzendes Intervall von 
Wertben eine Identität in Bezug auf n" sein kann, wie auch die Integrations- 
Constanten und die Axen A, B, C heschaffen sein mögen. Woraus folgt, dafs 
n" constant sein mufs. 

§. 3. 

Statt nun die zweite Hypothese, welche darin besteht, dafs während 
der ganzen Dauer der Bewegung die Relationen 

I'l" ii.hif* i/v" 

i — -3}r + -gr- + -^5- — W, 

^ — -7^ + -gi- + -ci- — " 

Statt finden, in ähnlicher Weise zu bebandeln, wie die soeben untersuchte, 
ziehe ich es vor, einen allgemeinen Satz zu beweisen, vermöge dessen diese 
Discussion sogleich auf die vorhergebende zurfickgeffihrt werden kann. Frei- 
lich ist die Umformung der Differentialgleichungen (a) (§. 1 der Abb.), welche 
zu diesem Resultat führt, etwas umständlich, allein es ist mir bis jetzt nicht 
geglückt, dasselbe auf einem kürzeren Wege zu erreichen. 

Durch die zu Anfang des §. 2 der Abhandlung angedeutete Auflösung 
der neun Differentialgleichungen erhält man z. B. 

und hieraus ergeben sich die sechs andern zweiten Derivirten durch gleich- 
zeitige Accentuation der Buchstaben l, m, n, X, fi, v. Setzen wir ferner zur 
Abkürzung 

V /'"rf* I rQR—P'^ I RP-(y' . PQ—R'* \ f'sds 

II •> 

so ist zufolge §.4 der Abhandlung: 

29* 
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_ K QR-P'* y, P ^„ 

^ ~~ A* A* '^A'ß*€*'^ ' 

MM ^ ^P — y* v \ Q vn 

OM — 2^ gj Ä t^tjßt^jtÄ , 

\r _^ PQ — ■y* K'JL ^ K" 

,, QfW-P'P y, , p r„ 

/If _ BfP'-Q'Q y> I f?' y» 

^ CTF"^ +3^B^** ' 

iV' _ P'O'-IPR Mrf, R' Er>f 

Hieraus findet man 

Multiplicirt man daher die Gleichungen (7.) der Reihe nach einmal mit Ä^l, 
B^m, C^ni dann mit Ä't, B'm', C^n'; endlich mit Ä'r, B'm'', C'n" und 
addirt jedesmal^ so erhält man die folgenden Gleichungen: 

^'i ^t+B'm ^+C'n ^ = 2a—2s\K-SK'+iS'S''—T')K'^\, 

(8.) {A't^+B'm' ^ + CV^ = —2€\'-T"K'+{TT'—T'S")K"\, 

Es wird nicht nOthig sein, die sechs anderen Gleichungen, welche man durch 
Accentuation (die jedoch nicht auf K, K', K" auszudehnen ist) aus diesen 
erhfilt, ebenfalls hieher zu setzen ; doch bemerke ich, dafs aus den drei Paaren 
dieser Gleichungen, auf deren rechter Seite a fehlt, sogleich die drei Integral- 
gleichungen (II.) (§. ö der Abb.) folgen, welche von dem Princip der Flächen 
herrühren. Die Gleichungen (8.) fahren nun zum Beweise eines neuen Satzes 
Aber das Dirichletsche Problem. Zu dem Zweck fahre ich folgende neun 
Functionen der Zeit ein: 
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1 = -j^ » Wi = mV ^1 = 75" ^ V 

>// ^ tt ^ t n tt 

ft = 3f »; *"» = Ä ** » "» = ** ' 

und flbertrage jede frflher zur Abkflrzang eingefflhrte Bezeicbnnng durch An- 
hAnguDg des Index 1 auf die Yerbiodungen, welcbe in derselben Weise von 
diesen neuen Functionen abhängen, so dafs z. B. 

P, = /?+/;*+/;" 

ist. Dann ergiebt sich 

Pj = B'C^S'S"- 1"); P[ = A^BC(T'T"— TS), 

Qt = C'A\S"S-T'^); Q, = B'CA{T"T-T'S'); 

R, = A^B' (SS' - T'") ; R[ = C'AB{TT'^ T'S') ; 

ferner 

ftÄ^ - F.^ = A' S; Q, Äi - P;P, = BCTf 

Äi P, - Oi' = Ä* «'; Äli^i - Ä (?i = CJrV 
PtQ,-R? = C^S"; P'.Q'.-R.Ri^ABT". 

Da ferner umgekehrt 

'=-jOii; m' = mi; ii'=^mi; 

i^y ^ ^ . .«.ff f^ ^1 , ^ff ^n 

i =-jni; m ==— n^; n = »j 

ist, so folgt unmittelbar, dafs auch 

P= B^C\S[S^'-T^); P'^Ä'BCiTiTi - T,S,); 
etc. 

und 

QR - P« = A'S, ; (y Ä' - F'F = BCT, ; 

etc. 
ist. Nun war früher 

zufolge der vorstehenden Relationen ist dieser Ausdruck aber auch gleich dem 
folgenden : 
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und ebenso ergiebt sich 

folglich 



und daher 



^/i = ^, 
K, = K, Kl = K', K'^=K" 

= ^-^F^ + ]p — ^ 

etc. 

JJ O'i^'i -^^1^1 ET' I ^1 V" 

rÄ -f jj|^5 il 



etc. 
Hieraus folgt nun endlich, dafs die Gleichungen (8.) sich folgendermafsen 
schreiben lassen: 

etc. 
Da nun aufserdem 

so ergiebt sich dtarch Vergleicbung mit den Gleichungen (a) (§. 1 der Abh.) 
folgendes Theorem: 

Einer Jeden durch die Gleichungen 

X = la -j-mÄ -j-nc, 

y = ra+m'* + ii'c, 

z = ra-\-m"h-\-n''c 
ausgedrückten Bewegung eines flüssigen EUipscides, dessen anfängliche 
Oberfläche die Gleichung 
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^t /.t ^t 

±-j.JL- = 1 



hat, entspricht durch Abänderung des anfänglichen Bewegungszustandes 
eine zweite durch die Gleichungen 

z, = _na + -g-n'6+ ii"c 

ausgedrückte Bewegung desselben EUipsoides. 

lieber diesen Satz mögen hier nur folgende allgemeine Bemerkungen 
noch Platz finden« Die zweite Bewegang unterscheidet sich von der ersten 
dadurch, dafs an die Stelle von 

(dm\ Cdn \ /rf/^\ / dn^ \ /dl" \ f dm" \ 

\dtyo' W//o' W/ /o' ^dtJo' \dtl' \ dt Jo 
die Gröfsen 

:lf^\ ^(^^'\ l^(dm\ B (dm'\ C / dn \ C /dn'\ 
B\dtJo' C\di/o' A\dtJo' CWe/o' JWo'o' B\dtJo 
treten. Die beiden anfänglich coincidirenden Ellipsoide sind auch zu jeder 
spateren Zeit einander congruenl, da Ji = J ist. Je zwei anfänglich zu- 
sammenfallende Theilchen erleiden in beiden Bewegungen zu derselben Zeit 
auch denselben Druck, da für beide Bewegungen a dieselbe Bedeutung hat; 
dies läfst sich auch leicht durch die im §. 4 der Abhandlung zur Bestimmung 
von a gegebene Formel verificiren, da die Gröfsen 

beim Uebergange von der einen Bewegung zur anderen ungeändert bleiben. 

Es verdient ferner bemerkt zu werden, dafs in Folge der Willkarlich- 
keit der Vorzeichen der Axen A, B, C jedesmal vier solche correspondirende 
Bewegungen existiren, welche unter einander in derselben Beziehung stehen, 
wie die vier durch die Coefficientensysteme 
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charakterisirten Bewegungen, welche durch Vertauschung der positiven Coor- 
dinatenrichtungen mit den negativen aus einander entspringen. 

Endlich leuchtet ein, dafs bei dem Uebergange von der einen zu der 
anderen Bewegung die Integralgleichungen (I.) und (II.) sich mit einander 
vertauschen, während das aus dem Princip der lebendigen Kraft herrührende 
Integral (III.) ungeändert l)leibt (§.5 der Abb.)* 

Wenn ferner für den Anfangszustand der Bewegung die Relationen 

«(^).=Af).. <^).=^©.. «(^).=<^). 

gelten, so ist auch fOr die ganze Dauer der Bewegung 

Bm=^Äl\ Cn = Är\ Bfn!' = Cfi! 
und die beiden Bewegungen sind identisch. In diesem Fall reduciren sich 
die neun Differentialgleichungen (a.) auf nur sechs wesentlich verschiedene, 
und die Bewegung hängt nur noch von fünf willkarlichen Constanten ab, 

§. 4. 

Ist nun während der ganzen Dauer der Bewegung T = 0, T' = 0, 
T** = 0, so ist in der correspondirenden Bewegung beständig 

p; = o, (?; = o, ä; = o 

und umgekehrt. Die Gleichungen der letzteren haben daher zufolge unserer 
ersten Untersuchung entweder die Form 

x^ = /i a, Yi = M[bf Zi = fiiC 
oder 

in welchen beiden Fällen die ursprflngliche Bewegung dieselben Gleichungen 
hat-, oder endlich die correspondirende Bewegung besteht in der gleichförmigen 
Rotation 

Xi = aco3kt-\~bsinkt, y^ = — asinAr^-f-6cosA:/^ Zi=zc 
eines Jnco^rschen ungleichaxigen Ellipsoides. Dann ist die ursprüngliche Be- 
wegung durch die Gleichungen 

A B 

x = acoskl --b^ sinkt, y = a-jsinÄ/-[-ÄcosA?/, z = c 

ausgedrückt, und hierin besteht der am Schlufs der DiricAletseheu Abhandlung 
von mir mitgetheilte Satz. 

Zürich, den 6*^" August 1860. 
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lieber die Wendetangenten der Curven dritter 

Ordnung. 

(Von Herrn A. Clebseh zu Carlsruhe.) 



§. 1. 
Eis sei V eine homogene Function vierler Ordnung von zwei Ver- 
änderlichen, ^/(^) ihre Determinante dividirt durch 144, H die aus den ersten 
Differentialquotienten beider Functionen zusammengesetzte Determinante. Aus 
den Untersuchungen von Hesse (dieses Journal Bd. 41), Cayley , Hermite 
(dieses Journal Bd. 52, p. Iff.), Brioschi (dieses Journal Bd. 53, p.377) geht 
hervor, dafs die Zerlegung der Function vierter Ordnung 

und die Zerlegung der Function sechster Ordnung H in lineare Factoren nur 

von der Auflösung einer einzigen cubischen Gleichung abhängig sein können, 

welche Werthe in der ersten Form auch die Coefficienlen a, ß haben 

mögen. Ist 

V = ax'^'\-4tbyx^-\-%cy'^x^-\-Ady^x-\-ey^, 

und sind i, j die beiden Invarianten dieser Function : 

i = ae-^bd^^c\ 

j = ace -j- 2bdc — ad'^ — eh^ — 4^, 
so erhält man diese cubische Gleichung, indem man die Function 

= ^a^ — iaß^'—jß^ 
gleich Null setzt; eine Function, welche in der Theorie dieser Formen unter 
anderem dadurch eine hervorragende Rolle spielt, dafs die beiden Invarianten 
Kßf jifß ^^^ zusammengesetzten Function av-\-ß/l{v) sich in der Form dar- 
stellen : 

jaß — -rif\:a^-Qß--'Qß s^ > 

während die Function J, gebildet fOr die zusammengesetzte Function av-\-ßJ{v)^ 
die Gestalt annimmt: 

*) Man erkennt die Richtigkeit dieser Bildungen leicht aus der angeführten Abhand- 
lung des Herrn Hermife. 

Journal für Mathematik Bd. LVIII. Heft 3. 30 
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In der That findet man, wenn 

gesetzt wird, daf» die Wurzeln der biquadratischen Gleichung 

aV'\-ßJ{v) = 
folgende sind: 

^o -^^ Y'f IT ^'^ Wurzeln der cubischen Gleichung 

Aj A^ Aj 

4:^ — 1x1^ -jV = 
sind, und wo die Zeichen der Quadratwurzeln so zu bestimmen sind, dafs 

Diese Formeln werden unbestimmt, sobald das Verhältnirs s- mit einem 

p 

der Verhältnisse -7^9 t"? -r* zusammenfällt. Aber ans den Untersuchungen, 

\ A, Aj 

welche Herr Brioschi a. a. 0. angestellt hat, folgt, dafs alsdann die Wurzeln 

der Gleichung 

av-\-ßJ{v) = 

zugleich Wurzeln der auflösbaren Gleichung sechsten Grades 

Ä = 
werden; denn Herr Brioschi weist nach, dafs W = das Resultat der 
Elimination von a und ß zwischen den Gleichungen 

aV'{'ßJ{v) = 0, 
4a^ — iaß^—jß^ = 
ist. Wenn man also den ohigeii Ausdruck für den Grenzfall bestimmt, 

in welchem -^ = ^ wird, so erhält man die sechs Wurzeln der Glei^ 

P ^ 

chung H==0, jene Wurzeln, deren Eigenschaften Herr Hesse discutirt hat, 
ohne die Gleichung sechsten Grades selber zu bilden. 

Wenn man aber in dem obigen Werth von — diesen Grenzfall ein- 
treten läfst, so wird = 0; mithin bleibt von den Gliedern der Summe nur 
dasjenige stehen, dessen Nenner ebenfalls verschwindet; und zwar ist dann 
in der Grenze 

xß—la X 
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Die Wurzeln der Gleichung H=0 sind atto: 

x_ xft+Ay , J iA*— 12x« 

y ~ xa-\-Xa'-^\ k(xa-\-ka!) ' 

wo Y eine Wurzel der cubischen Gleichung bedeutet: 

ix' — ixk^—jV = 0. 

§. 2. 
Die drei homogenen Functionen vierter Ordnung mit zwei Veränder- 
lichen a, b, welche in der Theorie der Curven dritter Ordnung eine so 
wichtige Rolle spielen: 

„ 1 jö'G d*G (d*G\*\ 

«, . ) 8fi dSai dG dSal, { 

■««6 — rs\ aa' db db '~ä^s 

stehen, bis auf constante Factoren, zu einander genau in demselben Verhält- 
nifSj wie oben die Functionen v, d{v), H; denn es ist 

Man findet daher aus dem Obigen sofort die Auflösungen der Glei- 
chungen 

wobei sich also der Satz ergiebt, dafs die Gleichung T^=^0 immer al- 
gebraisch lösbar ist^ und zwar durch dieselbe cubische Gleichung, durch 
welche die Gleichung aG — ßS„i, = gelöst wird, in welcher a, ß be- 
liebige Zahlen bedeuten. 

Von den beiden Invarianten t, j verschwindet för diesen Fall die erste, 
und J geht in die Form Ober: 

Die cubische Gleichung für x, X ist also 

^j\-m^ = 0, 

und es wird, wenn man >l=l setzt, und durch € eine imaginäre dritte Wur- 
zel der Einheit bezeichnet: 

Nin 

-dS')b* 
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(vgl. Aronhold, dieses Journal Bd. 55, pag. 176), so erhält man für die 
Wurzeln der Gleichung 

aG-ßS = 0: 



WO die Zeichen so zu wählen sind^ dafs 



1 



«. -^ « . » .^ ^ . - « 



la+ß^R K+ßeVR fa+ßt^i^R 
Insbesondere erhält man fOr « = als Wurzeln von 8ab = 0: 



mit der Zeicbenbedingung: 



^ VR ^ iVR ^ tWR 



VR ' «/Ä ' tWR 

und für /5 = 0, ah Wurzeln von 6r = 0: 



b ~ S 
mit der Bedingung 



T = ^|v^Ä+fÄ+>/Ä+^fÄ+^^Sf+^^y^Ä|. 



Diese Wurzeln von 6r = hat bereits Herr Aronhold (dieses Journal 
Bd. 39, pag. 157) angegeben. 

Endlich sind die Wurzeln von T„^ = 0: 

§. 3. 

Um die geometrische Bedeutung der vorliegenden Gleichungen dar- 
zustellen, mufs ich den folgenden Satz voranschicken : 

Die Wendetangenten der Curven dritter Ordnung ti=0 berühren 
zugleich dieCurve J(u)=0^ wo J(u) die £f^«Mscbe Determinante vonti ist. 

Dieser Satz ist leicht direct, z. B. mit Anwendung der Hesseschen 
Form, zu beweisen. Er folgt aber unmittelbar aus einer Betrachtung von 
weitergehendem Interesse, nämlich aus der Aufstellung des Ausdruckes neunter 
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Ordnung, welcher, in lineare Factoren auflösbar, das Product der Gleichungen 
der neun Wendepunktstangenten darstellt. Dafs ein solcher Ausdruck, mit 
rationalen Coefficienten, existirt, ist von vorn herein klar; die Darstellung des- 
selben kann etwa in folgender Weise unternommen werden. 

Es seien j?i, x^^ x^ die Coordinaten eines Wendepunkts, y^, y2 9 y% 
die eines Punkts auf der Tangente desselben. Es kommt darauf an, die Glei- 
chung zu finden, welcher dann die y genügen müssen. Da nun irgend ein 
Punkt auf der Verbindungslinie von x und y die Coordinaten X'\-Xy hat, so 
kann man die Schnittpunkte dieser Linie mit u = erhalten, wenn man in u 
die Coordinaten x-\-ly einführt, und den entstehenden Ausdruck 

verschwinden läfst; was denn eine cubische Gleichung für X giebt. Aber in 
dem besondern Fall, welcher vorliegt, müssen alle Schnittpunkte in x fallen; 
die Wurzeln der cubischen Gleichung müssen sSmmtlich Null sein. Demnach 
hat man aufser 

!ti= JS2JSanhXiXj^Xf^ = noch die Gleichungen 
Du = 3:s:s:SanHX,x,yH = 0, 
D'u = 62^^anHX,y,yj, = 0. 

Aus diesen drei Gleichungen sind nun die x zu eliminiren. Zu diesem Ende 
setze ich zunfichst 

V = ^^^(»ikhyiykyh, 

so dafs r*=0 wieder die Curvengleichung darstellt. Ferner sei: 

*''* = "^ = ^'^''"'^*- 
Mit Hülfe dieser Ausdrücke gehen nun die Gleichungen (1.) über in: 

11 = 0, 

Du =ViXi'\'V2X2-\-v^x^=iO^ 
Z>'ii = t?!! arj -f 2ri2 a?i J?2 + • • • = 0. 
Um hier die x zu eliminiren, kann man dasselbe Verfahren anwenden, 
dessen ich mich in einem früheren Aufsatze (dieses Journal Bd. 58, p. 96) 
bedient habe. Man kann immer einen Factor k so bestimmen, dafs 

(1«.) Du-\'k{D^uf = (p,Xi-^p2X2-\-p,x^){qiXi'\'q2^7 + 9z^3)=P9 
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wird. Wenn man dies aasgefflhrt denkt, so kann man die x dann entweder 
aus den Gleichungen 

oder aus den Gleichungen 

auf lineare Weise bestimmen, so dafs entweder 

Xi = P2V3 — P3V2 J?i = q^Vs — ya^j, 

X2^=PiVi — piVi oder 0:2 = q^Vi — ^^v^^ 

a?3 = PiV2—p2Vi X3 = yit?2 — ^2«^! 

gesetzt wird. Führt man diese Werthe in u ein, so ist das Product der 
entstehenden Ausdrücke die gesuchte Eliminationsgleichung. 

Um diese Gleichung in passender Form auszudrAcken , wende ich die 
symbolische Substitution 

an, so dars u die symbolische Gestalt annimmt: 

Führt man hier die obigen Werthe der x ein, so erhält man entweder 

{2±a,p2V,y = {2;±b,p2V,f 
oder 

(:S±a,q2V^f = {^±biq2Vsy. 

Die Gleichung ti =: ist daher ersetzbar durch folgende : ^ 

'0 = {2±a,p2V,yiS+b,if,v,y-]-i2±a,q2V^y(:S±b^p2V,y 
= [i:S+a,p2V,){2±b,q2V3)-\'{:S±a,q2V,)(2+b,p2V,)Y 
(2.) { -Si:S±a,p2V,){2+a,q2V,){JS+b,p2V,){2±biq2V,) 

X[{2±a,p2V,){2±b,q2f>^)'\'{^±aiq2V,){:S±h,p2V,)] 
= 8C^-6J.II.C, 
wenn nämlich: 

A = -S+fli/^jrj.JS' + iiiyjrj, 
B = 2±bip2V^.:S±biq2V3^ 

Man bemerkt, dafs die Aufstellung der Gleichung (2.) lediglich auf 
der Bestimmung von A beruht, indem sich B, C einfach daraus ableiten 
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Es ist aber, wie man leicht Obersieht: 
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2 ' 
Pili-» 

2 ' 

«2, 

»2, 


2 ' 

Pt<lt,+P»9t 
2 ' 

«3, 
»3, 


«1, 
«3, 

0, 
0, 


Ol 

»3 





2 


2 
«1» 



oder wenn man die Gleichung (1^) benutzt, um die p, q durch ihre Werthe 
zu ersetzen: 

Vix'\-kv\^ ri2-f ^l?lt^2 9 •^13+^«^lt^3 9 «19 «^1 

t?2i-f Arat?!, t?22-f^^2 9 «^23 + ^^2*^3 9 «2 9 ^2 

A = «^31 + ^«^3«^19 «^32+ ^«^3*^29 «^33+ ^«^39 «39 «^3 

«19 «2 9 «39 0, 

t?l9 «^29 «^39 0, 

Durch Abziehen der flnfsersten Reihen zerstört man sogleich Alles, was mit 
3l multiplicirt ist, so dafs 



A = 



Wenn man noch bemerkt, dafs 

so erbfilt man durch eine ähnliche Operation: 



»11, 


»12» 


»13, 


«1, 


»1 


»21, 


»22, 


»23, 


«2, 


»2 


»31» 


»32, 


»33, 


«3, 


»3 


fll, 


«2, 


«3, 


0, 





»1, 


»2, 


»3, 


0, 






A==i 


»11, »12, »13, 
»21, »22, »23, 
»31, »32, »33, 
«1, «2, «3, 

0, 0, 0, 


«1, 
«2, 
«3, 

0, 
—a. 








—a 

-6p 


4 


»11, »12, »U 
»M, »22» »23 
»31, »32, »33 


-tr 


«?119 ^^129 •^139 «1 
«?219 t^229 «^239 «2 
t?3l9 t^329 *^339 «3 

Hl, a,, «39 


wo a den Ausdrock 












a = 


«iyi+«2: 


r2+«jys 
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236 Clebschß über die Wendeiangenten der Curven driiier Ordnung. 
bezeichnet. — leb setze jetzt, nach der Bezeichnung des Herrn Aronhold: 

^119 ^12 ^ ^13 • 



^319 ^32 9 *^33 



= 36. ^(r); 



und aufserdem sei 



«^119 


^n'i 


«'js? 


<ii 


''n? 


«'2?, 


«'M^ 


«2 


«^319 


«?32? 


«^33 9 


03 


*., 


ft., 


*3, 






=a> 



Alsdann wird 
und ebenso: 



^A = _36ll^z/(r)~6t?(;); 

4ß = -36*^^/(^)-6^(*), 

4C= — 36ii6.^/(r)-6i?(J). 

Und so geht die Gleichung (2.) 9 abgesehen von einem Zahlenfactor, in fol- 
gende über: 

Es bleibt Obrig hier die symbolischen Substitutionen auszuführen. Zu- 
nächst erkennt man, dafs nach der Definition der a und b: 

Ordnet man jetzt die ganze Gleichung nach Potenzen von ^(v). so sieht man, 
dafs der Factor v als unwesentlich sich ausscheiden läfst; und man erhfilt dann: 

(3.) = e\viJ{v)y-\-P.3.6\iJ(v)y-{-Q.3.6.v.J(v) + v\R, 

wenn man den Ausdrücken P, Q, R die Bedeutung beilegt: 

P=3.'»>(;)-.»(»)_r«0, 

= 4.*(;)'-->ö)(»)-»'®0-«*C)a). 

Ich bezeichne jetzt durch Vn^ die Unterdeterminanten von 36. ^(r). Dann 
erhält man sogleich 
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Nimmt man hinzu dafs 
so findet sich: 

V*'(^)=_^^^^F«raarA. *'.*, = -6.». ^(r). 
Hienach hat man zanächst 

P= — 18».^(r) + 36.».^(») = 18p.^(i?). 
Um Q zn berechnen, bemerkt man, dafs 

Da aber 2iVnVi„ verschwindet, wenn nicht n = m ist, so wird dies 

= 108 (//(p))*. 
Sodann wird: 

Daher ist 

(?= -108.(z/(r))% 

und die Gleichung (3.) geht, indem wiederum ein Factor r abgeschieden 

wird, fiber in: 

= ll.r + 6\(z/(r)y. 

Es bleibt noch flbrig, dem Ausdruck R eine passende Gestalt zu geben. Der- 
selbe wird durch Einführung der V^: 

Nach einem bekannten Satze ist nun 

F., V^ - V^, V,^ = 36^(r).F..,^ = - 36^(i;) .F.,,,., 

durch V„„^p^ eine Unterdeterminante zweiter Ordnung bezeichnet. Daher 
hat man 

Sind aber Ji, Jik erste und zweite Differentialquotienten von J, so ist offenbar 

^mqVmq^imq = ^^iß 

Daher endlich 

Journal flUr MMhematik Bd. LYin. Heft 8. 31 
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Der Ausdruck JSSV^/^Ji^ läfst sich noch sehr vereinfachen; er ist der 
Coefficient von a^b in der Entwicklung von 

36z/(a«;-f *z/(r)), 
und also, wie Herr Aronhold gezeigt hat (dieses Journal Bd. 55, p. 127) 

= 36.3iS>.r^ 
durch i$ die erste Invariante von v bezeichnet. Auf diese Weise erhält man 
endlich die gesuchte Gleichung, wenn man noch einen Zahlenfactor ausläfst: 

{^J{v)y^728v'J{v)-v.^2:2V,,J,^, = 0*), 

welche das Product aller Gleichungen der Wendetangenten ausdrücken mufs. 



§. 4. 

Aus dieser Formel folgt sehr leicht der erwflhnte Satz. Denn he- 
trachtet man jetzt den Durchschnitt der Wendetangenten mit der Curve ^=0, 
so erhält man aus der so eben abgeleiteten Gleichung: 

22V,,J,J, = 0. 
Da aber J verschwinden soll, so müssen sich immer solche Zahlen pi be- 
stimmen lassen, dafs 

Vik = PiPk, 
wodurch der obige Ausdruck in ein Quadrat Obergeht. Daher fallen immer 
zwei Schnittpunkte in einen zusammen, und die Wendepunktstangente wird 
Tangente von J. 

Hieraus lassen sich weitere geometrische Deutungen erhalten. Be- 
kanntlich ist S=0 die Bedingung, dafs v in die Summe von drei Guben, 
mithin J in drei lineare Factoren zerfalle. Wird also dann die Determinan- 
tencurve ein Dreieck, so können die Wendepunktstangenten sie nur so berühren, 
dafs sie durch die drei Ecken des Dreiecks gehen. Man hat also den Satz: 

Die Gleichung S = ist der Aufdruck dafür, dafs die Wende-- 
punktstadigenten eich zu dreien in den Ecken eines Dreiecks schnöden, 
dessen Seiten durch die Wendepunkte hindurchgehen. 

Betrachtet man das System von Curven ai?-f 6^(r), welches dieselben 
Wendepunkte bat, so enthält dasselbe vier Dreiecke, demnach auch vier 
Curven, deren S^f, verschwindet; wie die Gleichung Sab, welche vom vierten 
Grade ist, auch angiebt. Also: 



Man vergleiche Salmon, Lessons on higher Algebra pag. 116. 
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Es giebt vier Curven y welche gleiche Wendepunkte haben, und 
deren Wendetangenten sich in den Ecken der vier Wendepunktsdreiecke 
zu dreien durchschneiden. 

Da also jede Wurzel von Sai=0 einer bestimmten Wurzel von G=0 
(welches die vier Wendepnnktsdreiecke ergiebt) entspricht, so folgt hieraus 
geometrisch von vorn herein, dafs die Wurzeln von S sich durch die Wur- 
zeln von G müssen darstellen lassen, dafs also die cubische Resolvente beider 
Gleichungen dieselbe sein wird. 

Die Gleichung T=0 drückt bekanntlich aus, dafs die Determinante 
von J wieder in v übergehe. Dies wird sich nun geometrisch folgender- 
mafsen ausdrücken lassen: 

Die Gleichung T = ist der Ausdruck dafUr, dafs die Curve 
17 = mit einer andern, J = 0^ welche dieselben Wendepunkte hat, in 
der Weise zusammenhängt, dafs die Wendepunktstangenten einer Curve 
immer die andere berühren. 

Solcher Paare giebt es in Jedem System mit den nämlichen 
Wendepunkten drei, da T^t vom sechsten Grade ist. 

Eben diese Bemerkung zeigt aber sofort, dafs, wie oben anders nach- 
gewiesen ist, die Gleichung T^t = algebraisch lösbar sein mufs, durch eine 
cubische Gleichung, welche den drei Paaren entspricht, und durch quadratische 
Gleichungen, welche die Glieder der Paare ergeben. Es enthält dies aufserdem 
die unmittelbar geometrische Bedeutung der cubischen Gleichung, auf welche 
oben die Anflösnog von iS=0, S^5 = 0, T„t = zurückgeführt wurde. 

Ich bemerke noch, dafs durch den oben ausgesprochenen Satz die 
Curve J = geometrisch definirt werden kann. Denn sie ist die einzige 
Curve dritter Ordnung, welche durch die nenn Wendepunkte von r = hin- 
durchgeht und zugleich von den Wendepunktstangenten der letzteren Curve 
noch berührt wird. Umgekehrt wird jede Curve des Systems av-\'bJ{v) 
von den Wendepunktstangenien dreier anderen berührt, da es bekanntlich immer 
drei verschiedene Functionen dritter Ordnung giebt, als deren Determinante 
eine gegebene angesehen werden darf. 

Carlsruhe, den 13*"* April 1860. 
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lieber die Anziehung einer mit Masse belegten ab- 
wickelbaren Flache auf einen materiellen Punkt 

(Von Herrn Mehler zu Fraustadt.} 



TT enn ein materieller Punkt von jedem Elemente einer krummen 
Oberfläche proportional einer Potenz der Entfernung und proportional der auf 
dem Elemente vertheilten Masse angezogen wird, so lassen sich die Com- 
ponenten der Gesammtanziehung, welche er erfährt, bekanntlich als die 
partiellen Differentialquolienten ein und desselben Doppelintegrales darstellen. 
In diesem Doppelintegrale ist keine der beiden Integrationen ausführbar, so 
lange Aber die Natur der Fläche und die Art der Massenvertheilung nicht 
besondere, einfache Voraussetzungen gelten. Der Zweck der folgenden Zeilen 
ist, auf einen Fall aufmerksam zu machen, in welchem die Aufgabe ffir eine 
beliebige abwickelbare Fläche sich auf Quadraturen zurfickffihren läfst, und 
die einfachen Resultate herzuleiten, welche daraus fflr Kegelflächen und ins- 
besondere ffir den geraden Kegel sich ergeben. 

Die rechtwinkligen Coordinaten S, fj, ^ eines Punktes der Wendungs- 
curve der abwickelbaren Fläche seien als Functionen einer Veränderlichen a 
gegeben vermöge der Gleichungen: 

(1.) S=(pa, ri = \pa, ? = ;:«, 
und unter a möge der Einfachheit wegen der Bogen der Curve, von einem 
festen Punkte aus gerechnet, verstanden werden. Alsdann sind (p'a, ^'a, /^*a 
die Cosinus der Winkel, welche die Tangente im Punkte (l^i?^^), nach der 
Seite hin gezogen, nach welcher der Bogen wächst, mit den Coordinaten- 
axen bildet, und man hat die Bedingungsgleichung: 

(2.) (y'o)H(v'«)H(;t'< = 1, 

und daher auch die folgende: 

(2'.) (p'aip''a\yp'axif'a\yiafa = 0. 

Trägt man auf irgend einer Tangente vom Berührungspunkte aus eine Strecke 
II ab, so werden die Coordinaten x, y, z des Endpunktes, der stets ein 
Punkt der abwickelbaren Fläche ist, als Functionen von a und u bestimmt 
durch die Gleichungen: 

(3.) a? = 9a -f ti q)'a, y = y/a -f II yß'a, z=^x^-\' ^x'^> 
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Lafst man hierin a den ganzen Bogen der Wendungscnrve durchlaufen und u 
alle möglichen positiven Werthe annehmen, so erhält man nur die Punkte 
auf dem einen von den beiden Theilen, in welche die abwickelbare Flflche 
durch die Wendungscnrve getheilt wird. Will man auch den anderen Theil 
der Fläche erschöpfen, so mufs man die Strecke u auch auf den Richtungen 
der Tangenten abtragen, welche mit den Axen Winkel bilden, deren Cosinus 
respective = — tp'a, —y/a, — /'a sind; oder man mufs in (3.) der Gröfse 
u auch alle Werthe von bis — oo ertheilen. 

Die abwickelbare FlAche sei so mit Masse belegt, dafs die Dichtigkeit 
k far verschiedene Funkte auf derselben Tangente der Entfernung vom Be- 
rflhrungspunkte umgekehrt proportional ist, während sie von Tangente zu 
Tangente sich noch stelig ändern kann. Dieses Gesetz, das die Dichtigkeit 
befolgen soll, kann dargestellt werden durch die Formel: 



(4.) Ä = ^ 

^ ^ +U 



9 



worin fa eine beliebige Function von a und ±u den absoluten Werth der 
Entfernung bezeichnet. Die Kraft, mit welcher die Masseneinheit einen 

materiellen Punkt in der Entfernung r anzieht, sei =-:p-' ^^ soll die An- 
ziehung eines Theiles der Fläche berechnet werden, der zwischen zwei, zu 
den Bogen a^y und a^ gehörigen Tangenten enthalten ist. 

Es seien a, b, c die Goordinaten des angezogenen Punktes, A, B, C 
die Componenten der Anziehung, d(o das Oberfläcbenelement fQr den Punkt 
{x,y,z\ r die Entfernung der Punkte {a,b,c) und {x,y,z\ so dafs: 

(5.) r^ = (a-a7)'+(*-y)^+(c-«)^ 
dann hat man fflr A den Ausdruck: 

(6.) A = -f±-^-^kda, 

und ganz ähnliche fflr B und C. Setzt man: 

SO wird: 

C80 A^'^, 1» = ^, C=|I, 

und die Aufgabe besteht jetzt in der Bestimmung des Integrales T. Fflr das 
Oberflächenelement ergiebt sich durch geometrische Betrachlungen oder mit 
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Hälfe der bekannten Formel: 

da) == 

sehr leicht der Ansdruck: 



welcher durch EinfOhrong des KrQmmongshalbmessers q der Wendungscurve 

die Form annimmt: 

. -\-udadu 

du} = ^= • 

9 
Daher wird: 

(9.) Ärfcü = f^^du, 
Q 

und folglich: 

Aus (5.) und (3.) folgt: "" "" 

Setzt man daher: 

l(«-y«)H(*-V'«)H(^-x«)^ = '^ 



so dafs / den Leitstrahl von einem Punkte {<po,,\fßa,x^) der Wendungscurve 
nach {a,b,c)^ und m die Projeclion desselben auf die zugehörige Tangente 
bedeutet, so wird: 

/OD J 
-^rr durch 17 bezeichnet wird: 



^=/" 



i/m 



Durch die Sabstitntion: 

U = |||-|-(/»_»,«)»p 

folgt hieraas: 

Man sieht jetzt beilfiufig, dafs p>2 sein ronfs, damit U und folglich 2^ nicht 
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unendlich werde. Setzt man & = ti;^^ so erbalt man: 

also ist: 

FT A r rft* ^^'^Kl— ,,, ,,1-^ 

1/ oder / — -r = ;; j- — (/^ — m^) ^. 

Durch Einffihrung dieses Wertbes in (10.) erhält man, unter Beracksicbtigung, 
dafs * 

fär T den Ausdruck: 



*•) -=^^^&?/"^' 



^-^ 



und wenn man diese Gleichung partiell nach a, b, c differentiirt und bemerkt, 
dafs nach (11.)- 

SO ergeben sich fär die Altractionscomponenlen die Formeln: 

ri3 "i /ä = /""' dafa h—tfia — my/o 

Die Gröfsen unter den Integralzeichen haben eine einfache Bedeutung, 
welche eine geometrische Interpretation der gewonnenen Formeln gestattet. 



j v2/ f^^ dafa a — yg — mtp^a 
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Es ist nämlich {P--m^)^ die Linge des Lothes, das man von (a,b,e) auf 
die Tangente der Wendungscurve im Punkte (q>a, xpa, x^) f^llt; es sind 
ferner (pa-\-m(p'a, yja-^-fmp'a, /a-f »»x'« ^'® Coordinaten des Fufspunktes 
dieses Lothes, und , folglich a — (pa — mtp'a, h — yja — m\f/a, c — ;ca — ^ji^ 
die Projectionen desselben auf die Coordinatenaxen. Bezeichnet man daher 
die Länge des Lothes mit n und durch l, fi, v die Winkel, welche es mit 

den Axen bildet, und schreibt P statt des numerischen Factors r-^ — , 

SO wird: 

u. s. w. 
Also kann die Anziehung der abwickelbaren Fläche ersetzt wenden durch 
die Anziehung der Fufspunktencurve ihrer Wendungscurve fflr den ange- 
zogenen Funkt als Pol, vorausgesetzt dafs jedes da entsprechende Bogen- 

element der Fufspunktencurve die Masse — ^^ erhält und den materiellen 

Punkt umgekehrt proportional, nicht der ;?**% sondern der {p — l)**" Potenz 
der Entfernung anzieht. 

Auch die Art der Massenvertheilung auf der anziehenden Curve läfst 
eine einfache geometrische Deutung zu. Trägt man nämlich auf den Tan- 
genten der Wendungscurve von den Berfihrungspunkten aus Slficke von der 
Constanten Länge P ab, so dafs die Endpunkte eine neue Curve auf der ab- 
wickelbaren Fläche bestimmen, so enthält der Streifen der Oberfläche, welcher 
von zwei unendlich nahen Tangenten und den zugehörigen Bogenelementen 
der Wendungs- und der eben construirten Curve begrenzt wird, stets gerade 
diejenige Masse, welche dem zwischen den beiden nämlichen Tangenten ge- 
legenen Bogenelemente der Fufspunktencurve mitzutheilen ist. Denn vermöge 
(9.) ist die Masse jenes Streifens 



= '-^fdu 



_ Pdafa 



Ist /^ ^ 2, SO haben die angestellten Rechnungen keine Gflltigkeit mehr. 
Behandelt man aber in diesem Falle unmittelbar die Attractionscomponenten 
auf dieselbe Weise, wie dies mit T geschah, so findet man ohne Hfibe, dafs 
sie noch durch die Formeln (13.) ausgedrQckt werden, wenn p zwischen 2 
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und 1 liegt, Aats sie dagegen nnbestimmt oder anendlich grofs werden, wenn 
/> < 1 ist. 

FQr p = 2^ d. h. för den Fall des A^^n^tonschen AUractionsgesetzes, 
lehrt die Gleichung (12.), dafs das Potential der abwickelbaren Fläche un- 
endlich grofs ist; für die Componente A aber ergiebt sich aus (13.) der 
endliche Werth: 

A o / "' ^^ /** ^ — ^* — mq/ a 

J Q r—m* 

und ähnliche für B und C. Man sieht, dafs die Altractionscomponenten hier 
die nach a^ b, c genommenen partiellen DiiTerentialquotienlen des Integrales 

sind, und man überzeugt sich leicht, dafs T' aus T hervorgehl, wenn man 
von T die Constante 



2r(41) ■/. ' 



subtrahirt und alsdann erst p=^2 setzt. 

Um die ffir jede abwickelbare Fläche gflitigeu Formeln (13.) auf 
Kegelflächen, fOr welche die Wendnngscurve sich auf einen Punkt reducirt, 
anwenden zu können, setze man zunächst: 

also : 

und darauf: 

Alsdann gehen die Gleichungen (3.) Aber in: 

(14.) x = u4^'ß, y=uV'ß, z=:uX'ß 

und stellen eine beliebige Kegelfläche dar, deren Mittelpunkt im Anfangspunkte 
liegt; es wird: 

(15.) -^ = rf/3 y(*' W -f - ( V"ßy + (^ W = -^ , ra = Fß, 
(16.) /» = ö*+*^fc», m = a4»'ß-\-hW'ß-\^cX'ß, 

Jonrual fOr Mathemfttik Bd. LTIU. Heft 8. 32 
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und die Gleichuagen (13.) geben fär die Coinponenten der Ansiehung, welche 
ein zwischen zwei beliebigen Seitenlinien enthaltenes Stück der Kegelfläche 
ausübt : 



^^^\2) rß^ dßFß a—mib*ß 
U. 8. W, 



(17.) A = J^f -P T 



Die Gröfse l, welche jetzt die Entfernung des angezogenen Punktes vom 
Anfangspunkte bedeutet, ist von ß unabhängig, und es sind / und m homogene 
Functionen des ersten Grades von a, b und c. Setzt man demnach: 

a = /cos A^ b = IsinXcos fi, c = /sin Asin^> 
so nehmen die Ausdrücke für die Attractionscomponenten die Form an: 

A— ^ n— ^ r— ^ 

worin L, M, N nur von k und /i abhängen , also für Punkte auf derselben 
durch den Ursprung gehenden Geraden constant sind. Daher gilt der Satz: 

Die Anziehung der Kegelfläche auf verschiedene Punkte desselben vom 
Ursprung ausgehenden Radiusvectors ist für alle gleich gerichtet und der 
(/i — ly*"" Potenz des Abstandes vom Mittelpunkte umgekehrt proportional. 

Gilt das Newtonsche Anziehungsgesetz, so erhalt die nach dem Hittel- 
punkt gerichtete Componente Q vermöge (IT.) den Werth: 

(18.) Q^-A^-B^-C^^^/''^. 

ßo 

Diese Componente ist also constant für alle gleich weit vom Mittel- 
punkt entfernte Punkte, und für Punkte, die ungleichen Abstand haben, diesem 
Abstände umgekehrt proportional. 

Wir betrachten noch besonders den sehr einfachen Fall, dafs der 
Kegel ein Umdrehungskegel, dafs die Dichtigkeit für alle Seitenlinien in 
gleichem Abstand vom Mittelpunkte auch gleich grofs, und zwar im Abstand 1 
gleich 1 ist, und dafs die Anziehung nach dem A^i^ir/onschen Gesetze erfolgt. 

Die X-Axe sei die Rotationsaxe des Kegels, a der constante Winkel 
derselben mit den Seitenlinien und ß der Winkel, den die Projection einer 
Seitenlinie auf die Ebene der YZ mit der Axe der K bildet. Dann wird: 
^'ß = cosf, y'/J = sin € cos/9, X'ß = sin« sin /9, 

^ = 8ine, Fß = \, /iü = 0, ßi = 2n, p = 2. 
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und fflr m erhalt man ans (16.)? wenn: 

(19.) a=zlcosl, A = /sinAcos^, e^=^ls\nls\niu. 
nnd: 

(20.) cosAcos£*f sin>lsin£Cos(/?— /i) = cos 6^ 
gesetzt wird: 

(21.) m = lcos&. 
Durch Einfuhrung dieser Werthe ergiebt sich aus (17.): 

(22.) j = — p-y —^-—-—dß. 



Dieser Ausdruck lärst sich darstellen in der Form: 

^ sin* \ /*^^cos«4-cosX ,^ /'^'*cos« — cosA .^J 

^= — r\J i+L^ ^^-J i-cos» ^^!- 

Substitnirt man hierin für cosd^ seinen Werth aus (20.) und setzt ß—/j.= 2y, 
so erhält man nach einigen Umformungen: 

A = 

l \J cos*^(Ä— *)cosV+eos*|(Ä-ff)sinV J sin»i(A— *)C08V+sin»4(;i-|-£)sinV' ' 
also ist: ' 

A = -ifp!„.„(^iJ|±^„J,)_..c,g(i|=iM±.H.)|. 
Jeder der beiden Kreisbogen, deren Differenz in der Parenthese steht, erhält 
den Werth -f"i^ ^^^^ —\^> j^ nachdem sein, in jedem Falle unendlich 
grofses Argument positiv oder negativ ist. Nun kann man alle möglichen 
Lagen des angezogenen Punktes erschöpfen, wenn man fi von bis 2n, l 
von bis ^n und / von — c» bis oc variiren ifirst, und zwar wird der Punkt 
aurserhalb oder innerhalb des Kegels liegen, je nachdem man X zwischen b 
und \n oder zwischen und b wählt. Demnach ist statt des ersten Kreis- 
bogens offenbar stets ^n, statt des zweiten dagegen \n fGr einen äufseren 
und —\7i für einen inneren Punkt zu setzen. Also hat man fUr einen 
äufseren Punkt: 

(23.) A = 0, 
und fiir einen inneren Punkt: 

(23'.) A =. _±^-. 

Um auch die beiden anderen Componenten der Anziehung zu berechnen, be- 
nutzt man am einfachsten die Gleichungen: 

\Aa'\'Bb'\'Cc = — 4;isin6j 

32* 



^^^•^ ^ Äc-C* = 0, 
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von denen die ersfe aus (18.)^ die zweite aber daraas folgt, dafs die Rich- 
tung der Resultante die Axe des Kegels schneiden mors. Mit Hülfe derselben 
erhalt man fär einen aufserhalb gelegenen Punkt: 

A = 0, 

In . . b 4#isin£cosu 

(25.) (B = -4^'8inf-55:p- = — mr-^ 

g^ M . c 4^sin<sinu 

b*+c* /sinA 

Die Anziehung ist also senkrecht nach der Axe hin gerichtet, und ihre In- 
tensität der Entfernung des angezogenen Punktes von der Axe umgekehrt 
proportional. 

Für einen im Innern des Kegels befindlichen Punkt gelten dagegen 



die Formeln: 










(A = 


4^1 sin £ 




(25'.) 


}b — 


4n sin 6 b 


4^sin«tg4AcosfA 




[C — 


4n8\ncc 


4nsineigiks\nf4, 

l 



Die erste dieser Gleichungen zeigt, dafs die mit der Axe des Kegels parallele 
Componente nach der Seite hin gerichtet ist, auf welcher der Mittelpunkt des 

Kegels sich befindet. Die nach dem Mittelpunkt bin gerichtete Componente 

471 sin c 
hat nach (18.) den Werth — -. — , ist also gleich grofs mit der parallel zur 

Axe gerichteten. Bemerkt man noch, dafs die Ebene dieser beiden Com- 
ponenten auch die Resultante enthält, so gelangt man zu der folgenden ein- 
fachen Construction der Resultante fär einen innern Punkt: 

Man ziehe von dem angezogenen Punkte eine Gerade nach dem Mittel- 
punkte und eine andere parallel zur Axe, trage auf ihnen gleiche Strecken 
ab von der Länge — j — und construire mit denselben einen Rhombus : als- 
dann wird die Resultante der Gröfse und Richtung nach dargestellt durch die 
Diagonale dieses Rhombus. 

Die Richtung der Resultante balbirt folglich den spitzen Winkel, wel- 
chen der Radius vector nach dem Mittelpunkte and die Parallele zur Axe mit 
einander bilden. 

Fraustadt, im April 1860. 



Digitized by 



Google 



249 



Das Potential eines homogenen rechtwinkligen 
Parallelepipedums. 

(Von Herrn 0. Röthtg.) 



Lrer vorliegende Aufsatz hat den Zweck, zu zeigen, dafs das Potential 
eines homogenen rechtwinkligen Parallelepipedums in Beziehung auf einen be- 
liebigen Punkt durch einen Ausdruck dargestellt wird^ welcher auf rationale 
Weise aus Logarithmen und Arctang. zusammengesetzt ist. Der Beweis 
dieser Behauptung wird nicht nur direct durch Integration geleistet werden, 
sondern auch durch Verification des gefundenen Ausdruckes nach der von 
Dirichlet im 32'^^" Bande dieses Journals gegebenen allgemeinen Methode. 

Nennt man die Seiten eines rechtwinkligen Parallelepipedums 2a, 2b, 2c 
und legt den Anfangspunkt der Coordinatcn in den Mittelpunkt, so ist das zu 
bestimmende Potential in Beziehung auf einen Punkt (§,riX) ausgedrückt durch: 

— fl — b — c 

wo 

und die conslante Dichtigkeit gleich der Einheit gesetzt ist. In dieser Glei- 
chung sind die Gröfsen a, h, c ihrer Bedeutung nach positiv, es soll des- 
halb der von dieser Einschränkung unabhängige Werth des Integrales in (1.) 
mit ^(a,b,c,§,fi,^) bezeichnet werden. 

Schreibt man nun in dem Integrale in Bezug auf x in (1.) x fär 
X — §, so geht dasselbe Aber in : 

/^^°-g dx _ /•" dx ■ /'«-^rfjT 

WO 

Ffir die beiden Integrale auf der rechten Seite darf aber, wrie leicht erhellt, 
geschrieben werden: 

-(«+0 -(i-i) 

und darch Einfflhrnng dieser Samme für das Integra] in Beziehung auf x in (1.) 
folgt: 

(2.) 2P = ^*(«-|- e§, b, e, 0, n, ?), 
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wo fflr e die Werthe -fl und —1 zu setzen sind, und die Summe sich auf 
die Addition der so erhaltenen Glieder bezieht. Behandelt man jetzt auf die- 
selbe Weise das Integral in Beziehung auf y in dem Ausdruck unter dem 
Sommenzeichen in (2.)^ so flberzeugt man sich leicht, dafs: 

und endlich folgt durch gleiche Behandlung des Integrales in Beziehung auf 2; 

<P(ai^elb + e'Ti,c,0,0,^) = :s:^ia-\^BS,b^-e'7], c^ e"^, 0,0,0). 
Die Summen in beiden Gleichungen beziehen sich resp. auf «' und t'\ welche 
Gröfsen dieselbe Bedeutung haben wie t in (2.)- 

Durch successive Anwendung der beiden vorstehenden Gleichungen 
erhält man nun aus (2.)) wenn noch in 4> die Argumente, welche den Werth 
haben^ fortgelassen werden: 

(3.) 8P = :S'*(ii + £^,Ä + £'i?,r + ^'t). 

Hierin haben die Gröfsen e, e\ €*' die Werthe -f1 und —1, und die Summe 
erstreckt sich auf die acht Glieder, welche man dadurch erhält, dafs den 
Gröfsen f^ e', e" ihre verschiedenen Werihe beigelegt werden. 

Es kommt daher nur noch darauf an einen Ausdruck far ^{ct,ß,y), 
wo a, (i, y irgend welche reelle Gröfsen bedeuten, zu finden. Nun hat 
aber zu Folge von (1.) *(«, /?, y) die Form: 

-a -/5 -y 

wo: 

Setzt man hierin &a fflr a, &ß för ß, &y fflr y, so wird: 

und wenn nun in diesem Integrale 9^x fflr x^ &y fflr yy &z fflr z geschrieben 
wird, so folgt: 

— a -^ — y 

oder 

4>{&a,aß,»y) = d^^{a,ß,y). 

Es ist daher *(cf, ß, y) eine homof/ene Function zweiten Grades von a, ß, y 
und genflgt also der partiellen Differentialgleichung: 

(40 2* = «_ + y9_4.y_. 
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Hieraus folgt durch Differentiation nach a: 

während die Werlhe von -^^ und -5— aus dem Werlhe für -5— durch Ver- 

dß öy da 

tauschung von a mit ß oder a mit / erhalten werden. 

Nun ist aus der Form von 4>{a,ß,Y) leicht ersichtlich, dafs: 



00 ^ r^ß r^r__dydz__ 

3« ~ -1^ «ly y«'+r'+*' 



also ist auch: 

9*0 = 4 Z'+y dz 

dadß J^ Va*+/?«+i« ' 

oder, da sich diese Integration sofort ausführen läfst: 

wo; 
Ferner ist: 

Schreibt man nun fOr die rechte Seite dieser Gleichung: 



- a r^ H" ^^—^^^^ 



nnd setzt dann: 
wodurch : 

wird, so folgt sofort: 

Dies Integral behandle man aaf dieselbe Weise. Es erhält nämlich wiederum 
leicht die Form: 
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und gehl, unbestimmt genommen, darcb die Sabslitalion : 

y 



= X, 



wodurch : 
y' 
wird, ober in 






- '*«?/^'W ' 



woraus dann leicht geschlossen wird, dafs 

(7.) ^=_8.^^; 

(i bat die frühere Bedeutung, und der arclg ist zwischen ~|7i und ^n zu 
nehmen. 

d*0 d*<I^ d'<f> d*0 
Die Gröfsen QßQ- ^ ö^' "d?^' "dp" ^^^^^^ "*" ®"^ ^^'^ '""^ ^^'^ 

durch passende Vertauschung der Gröfsen a, ß, y. 

Die Gleichungen (6.) und (7.) enthalten die Lösung der ganzen Auf- 
gabe. Denn es folgt zunächst, indem man aus (6.) durch Vertauschung von 

(i mit y den Werth von ^ ^ bildet, und dann die gefundenen Ausdrücke 
in (5.) einsetzt: 

(8.) ^ = 4^log2^ + 4y,.gS^- 8..rcteÄ , 

und hieraus und aus den mit Leichtigkeit zu bildenden Werthen von -^ und 
-^ erhalt man nach (4.): 

4>{aJ,r) = 4/3ylog|±|-4«'arclg^ 

(9.) ^ -|.4y«log£±|-4/i^arctg^ 

+ 4«/?log2^-4y*arctg^, 

wofür auch einfacher geschrieben werden kann: 

*(«,/?,y) = 4||^[/9ylog|±^-«'arclg^], 
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wenn man das Zeichen S so versteht, dafs in dem unter demselben sfehenden 
Ausdrucke* die Gröfsen a, ß, y vertauscht, und die so entstandenen Ausdrücke 
addirt werden sollen. 

Es erhellt hieraus und in Folge der Ober die arclg gemachten Be- 
merkung, dars <P(a,ß,y) mit einem der Argumente sein Zeichen ändert^ wie 
es sein murs. — Die Gröfse q ist immer positiv zu nehmen. 

Ich habe den Ausdruck (9.) zunächst durch Differentiation verificirt. 

Die Differentiation nach a liefert den in (8.) gegebenen Werth für 3—, in 

dem die flbrigen sechs Glieder, welche -p— , so wie es aus (9.) folgt, noch 

enthalt, sich gegenseitig vernichten. Daraus folgt dann durch Differentiation 

nach ß der in (6.) gegebene Werth von ^ g^ , weil wieder die flbrigen 

Glieder, welche die Differentiation liefert, zusammen identisch Null geben. 
Hieraus erhält man denn schliefslich 

d'0 8 

^^^'^ dadßdr "" 7' 
wie es sein mufs. 

Die Gleichung (3.) in Verbindung mit (9.) enthält demnach die Form 
des Potentiales in Beziehung auf einen beliebigen Punkt und beweist zugleich 
die Richtigkeit der im Anfange ausgesprochenen Behauptung. 

Ist ferner X{ajß,y) der Ausdruck auf der rechten Seite von (8.) 
nach Abscheidung des Factors 4, so bat X die Eigenschaft mit ß und y das 
Zeichen zu ändern, aber nicht mit a, und da ferner die Ableitung von <^{a,ß,y) 
nach a hierdurch den Werth 4X{a,ß,y) erhält, so folgt aus (3.): 

(11.) 2^- = :SeX(a^i§,b-^B%c-{^B"^), 
und aus (7.) 

(12.) ^ = -^arctg (^^,|)g — . 



wo 



if == («+a|)H(H*''?)H («+*"?)* 



dP dP S^P 8*P 

gesetzt ist. Die Gröfsen "g-^ -gr; "g-f-^ -gfr erhält man aus (11.) und 

(12.) durch bezfigliche Vertauschang der Gröfsen a, |^ c^ mit 6^ 17^ e' und 
c, ^, b". Es sind daher durch die Gleichungen (3.), (11.) und (12.) in Vor- 
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bindung mit (8.) und (9.) sfimmlliche auf die Anziehung eines bomogeoen 
rechtwinkligen Parailelepipedums bezflglicbe Gröfsen gefunden. 

Obgleich nun die vorsiebende Herleitung fQr das Potential eines recbt- 
winldigen Parailelepipedums nichts zu wQnschen übrig läfst^ so möchte es 
doch von Interesse sein, zu zeigen, dafs der gefundene Ausdruck auch auf 
ziemlich einfache Weise nach der Methode verificirt werden kann, welche 
DiricMet im 32'*''" Bande dieses Journals gegeben hat. Dirichlel beweist dort, 
dafs ein Ausdruck P dann die richtige Form des Potentiales enthält, wenn: 

1) P und seine ersten partiellen Diiferentialquotienten endliche und 
continuirliche Functionen von S, ij, ^ innerhalb des ganzen Raumes sind, 

2) die Ausdrücke §P, rjP, ^P; r||-, n^^, V^ im ganzen 
Räume endliche Werthe nicht überschreiten, 

5*P B^P d*P 

3) die Gröfsen ^p-, -^^ -^ im ganzen Räume endlich und eindeutig 
sind und der DiiTerentialgleicbung 

genügen, wo für einen inneren Punkt {§, rj,!^) x:=i zu setzen ist, für einen 
äufseren x = 0. 

Zu der dritten Bedingung ist zu bemerken, dafs sie für den hier vor- 
liegenden Fall ausgesprochen ist, nämlich für einen homogenen Körper, dessen 
Dichtigkeit gleich der Einheit gesetzt ist. 

Es soll nun gezeigt werden, dafs der für das Potential gegebene Aus- 
druck diesen drei Bedingungen genügt. 

Zunächst ist klar, dafs die in (3.) und (11.) aufgestellten Formen des 
Potentiales und seiner ersten Ableitungen die erste Bedingung erfüllen. Denn 
die aus (8.) und (9.) ersichtliche Bildung von ^ und X zeigt, dafs das Po- 
tential und seine ersten Ableitungen auf stetige Weise aus Functionen zu- 
samqfiengesetzt sind, die für alle Werthe der Argumente zwischen — oc und 
-f oo stetig bleiben. 

Was die zweite Bedingung betrifft, so ist klar, dafs sie erfüllt ist, so 
lange §, rj, ^ endlich bleiben. Denn die Gleichungen (3.) und (11.) in Ver- 
bindung mit (8.) und (9.) zeigen, dafs alle Glieder, aus denen das Potential 
und seine ersten Ableitungen zusammengesetzt sind, endlich bleiben, so lange 
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^, t], ^ endliche Wertbe haben. Es bleibt daher nur noch zu zeigen, dafs 
diese Bedingung auch erfOllt isf, wenn (f^i;^^) im Unendlichen liegt. Um 
die grofsen Weitläufigkeiten zu ersparen, welche eine directe Behandlung der 
Gleichungen (3.) und (11.) für diesen Fall mit sich führt, sollen jetzt die 
Formen des Potentiales und seiner ersten Ableitungen in zweckdienlicher Weise 
umgeformt werden. 

Da ^{a,ß,y) mit a sein Zeichen Ändert, so darf für (3.) geschrie- 
ben werden: 

Läfst man nun der Abkürzung wegen zunächst die beiden letzten Argumente 
in weg, so ist klar, dafs die rechts stehende Summe identisch ist, mit der 
folgenden : 

und da nach dem Toy/orschen Satze: 

0<^<1, 
wo d^<f» die erste Ableitung nach i bedeutet, 
so folgt: 

8P = a-2'Ö5*(^-|-d€tf,&+€V^+«'t). 
Nun ändert aber, wie oben bemerkt worden, X{a,ß,y) mit ß sein Zeichen, 
also auch d|^ mit b'\-B^ri; es darf daher, wie oben, für die vorstehende 
Gleichung geschrieben werden: 

BP = a2B'8^^{S + »Ba,fi-\'e%ci-B"^), 
oder, indem man wie vorher weiter schliefst: 

SP = ab28l^^(Si'&m, i?+^V*, c+f"^), 
wo e^ die zweite Ableitung nach S und ij bedeutet, und 0<i^'<l. End- 
lieh ändert auch d\^ß4>{a,ß,y) mit y sein Zeichen, wie aus (6.) folgt, also 
erhalt man durch Wiederholung desselben Verfahrens: 

wo d\ , die dritte Ableitanff noch ^ and ri ond C bedeutet ond 0<Ö"<1. 
Hieraus folgt aber nach (10.): 

" '--IT 

33 



(13.) P — ahc2-^. 
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wo 

gesetzt worden, und die Gröfsen &, 0^, &" zwischen und 1 liegen. 

Zu dieser Gleichung ist zu bemerken, dafs die Grörsen &, &', &" 
eigentlich mit Indices versehen sein mässen, welche anzeigen, dafs sie für 
die verschiedenen Werthe von e, €', e'' nicht dieselben Werthe besitzen. 
Diese Unterscheidung ist jedoch weggelassen worden, weil keine andere 
Eigenschaft der Gröfsen 0-, d^, 0;" gebraucht wird, als die, dafs sie zwischen 
und 1 liegen. Ferner ist ersichtlich, dafs man Ausdrücke für die ersten 
Ableitungen nach §, rj, ^ aus (13.) durch Differentiation nach S, V» ^ ^^^^^ 
der Voraussetzung, dafs &, &\ &" constant sind, ableiten darf. Denn wflrde 
man die eigentlichen Ausdrücke för die Ableitungen, so wie sie aus der Glei- 
chung (11.) folgen, in derselben Weise behandeln, wie es mit der Form des 
Potentiales selbst geschehen ist, wobei man bemerken möge^ dafs dies möglich 
ist, weil X{a,ß,y) denselben Werth behfilt, wenn a sein Zeichen ändert, 
also X{^'\-ea) för Jir(ö-|-€§) geschrieben werden darf, so würde man gerade 
auf die Ausdrücke kommen, welche man durch Differentiation unter der Vor- 
aussetzung, dafs &, &', &'' constant sind, aus der Gleichung (13.) direct er- 
halt. Natürlich sind dann die Gröfsen &, &\ &'' in den Ableitungen mit 
denen der Gleichung (13.) nicht identisch, aber diese Eigenschaft wird auch 
nicht angewendet. 

Nach diesen Bemerkungen folgt nun aus (13.): 

^--abc2^±^ ^--abcS'Li^^ ^--abc2^±?^ 
und diese Gleichungen in Verbindung mit (13.) zeigen ohne Weiteres, dafs 

die Ausdrücke SP, tjP, ^P; l^-^r^ ^^ "S~ ' ^^"aT ™^^^ endlich bleiben, 
wie viele von den Gröfsen S, t], ^ auch unendlich werden, und welche Werthe 
die Verhaltnisse ry : ^^ und ^:^ auch im Unendlichen haben mögen. Der 
zweiten Bedingung wird daher vollständig genügt. 

Auch die dritte Bedingung ist erfüllt. Denn aus der Gleichung (12.) 

d*P d'P 8*P 

folgt, dafs die Gröfsen -nTr? "^r^ "^tt eindeutig sind, da die in ihnen 
vorkommenden arctg immer zwischen — In und ^n liegen, und ferner, dafs diese 
Werthe überall endlich bleiben, selbst wenn {S,?],^) im Unendlichen liegt. 
Es ist daher nur noch zu zeigen, dafs sie der gegebenen partiellen Differential- 
gleichung AP= —Anx genügen. 
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Hierzu ist nach (7.) 
also auch 



9'«» Q . ßr 



8?^= -Sarclg-^ 

and 

3*a> Q , aß 

-KT = — Sarclg— ^• 

Durch Addition dieser Ausdrflcke erhält man: 

(14.) A* = — 471, 
wenn die Gröfsen a, ß, y positiv sind. Denn die beiden ersten arctg geben 
addirt arctg-^, und dieser mit dem letzten zusammen giebt, wie man sofort 
sieht, ^n. 

Ist nun (1^^^^) ein innerer Punkt, so sind die Argumente sämmtlicher 
^ in (3.) positiv und man erhält daher sofort mit HOlfe von (14.) 

AP = —\n. 

Ist dagegen (^^i^jC) ein äufserer Punkt, so ist mindestens eine der Bedin- 
gungen S>a, r]>b, t>c erfüllt. Sei z. B. ^ > a, so darf für (3.) ge- 
schrieben werden: 

SP = -r6*(f+€a,i7+€'*,^4-t"c), 

und da nun in allen ^ das erste Argument jedenfalls positiv ist, so erhält 

man durch (14.) 

AP = —^7i2k.e, 

wo k einen von dem Verhalten der Gröfsen rj, ^, also jedenfalls nur von den 
Zeichen e' und e" abhängigen Coefficienten bedeutet. Da also in der vor- 
stehenden Gleichung die Summe nach e verschwindet, so ist 

AP = 0, 

und dasselbe tritt ein, wenn man von einer der Bedingungen f]>b, ^^c 
ausgeht, weil dann jedenfalls die Summen nach e' oder e'' verschwinden. Es 
ist daher fär jeden äufseren Punkt 

AP = 0, 

und damit gezeigt, dafs auch der dritten Bedingung genflgt wird. 

Hiermit sind also die gegebenen Ausdrficke nach der Dirichlefsehen 
Methode vollständig verificirt, und es folgt daher auch auf diese Weise, dafs 
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(3.) das Potential eines homogenen rechtwinkligen Parallelepipedams dar- 
stellt. — Durch die Kenntnirs des Raumpotentiales wird man nun auch in den 
Stand gesetzt fflr alle Lagen von {^, tj, ^) das Fldchenpofenlial anzugeben. 
Denn es leuchtet sofort ein, dafs das Potential der Oberfläche eines recht- 
winkligen Parallelepipedums mit den Seiten 2a, 2b, 2c in Beziehung auf einen 
Punkt {SjV,^)^ welches mit V{a,b,c,S,T],^) bezeichnet werden möge, gegeben 
ist durch die Gleichung: 

V — dP ^ dP , dP 

wo P das entsprechende Raumpotential bedeutet. — Ich bemerke endlich 
noch zum Schlüsse, dafs dieselbe Methode auch ausreicht, um das Potential 
eines beliebigen homogenen Parallelepipedums zu finden. 
Berlin, im Juni 1860. 
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Note sur la transforination de Tschimhausen. 

(Par H. A. Cayley.) 



IJn trouve dans le memoire de M. üermile i^^Sur quelques tbeoremes 
d'algebre et la resolution de requation du quatrieme degre'' (Comples Rendus 
UXLYI, p. 961, 1858) un theoreme tres-importanl relatif ä la transformalion 
de Tschirnhausen, a Taide de laquelle une equation f(x)^=0 est trans- 
formee en une autre du mdme degre en y par la Substitution y = tpx, oü 
ifx designe une fonction rationnelle. En considerant pour fixer les idees une 
equation du quatrieme degre 

M. Uermite donne ä T^quation y = (px la forme que voici, 
y = öT+ («a'-f 4A) T„+ (ö^i'H 4*^+ 6r) T.-f (ao^H^Aa-H ^cx-\-Ad) T, 
et il fait voir que les coefficients de la transform^e en y onl la propriete 
suivante: toute fonction de ces coefficients, laquelle exprimee en fonction de 
a, b, Cf d, e, T, I',, T^, T, ne contient pas T, est un invariant, c. a. d. 
un invariant des deux fonctions 

Cela revient a dire qu'en supposant la vaieur de T determinee de maniere 
a faire evanouir dans Pequation en y le coefficient du second terme (de }^), 
les autres coefficients seront des invariants, de sorte que si dans le polynome 
en y qui est egale a zero on considere y comme une constante absolue le 
polynome tout entier sera un invariant des deux fonctions ci-dessus mentionnees. 
On trouve sans peine la vaieur que doit avoir T, eile est donnee par requation 

= öT+3*To + 3tri4-dT,, 

ce qui conduit pour y a la vaieur 

y = (ax + b) To + («^' + ^bx -f 3c) T, -f (ax' + 4bx^ + 6cx + 3rf) T, 

et en m&me temps la transformee en y aura la propriete dont il s'agit. 

Par rapport ä la forme de Texpression que Ton vient de trouver pour 
y il est bon de remarquer que les coefficients numeriques qu'on y rencontre, 
hormis ceux du terme en x^^, ou de bT^i-\- 3cTi'\- SdTzy sont les coefficients 
de la puissance (i^i)*^ tandis que ies coefficients qui ont eii design^s comme 
faisant exception sont ceux de la puissance {i^if^ Une remarque pareille 
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s'applique au cas generaL Pour deroonlrer le theoreine eDonce, je represente 
Teqaation qui vient d'dtre ecrite par y^=V, la traDsformee en y sera donc 

{y-v^){y-y^){y-v^)iy-y.) = o, 

oü Fl, F29 ^39 ^4 sont ce qne devient V lorsqn'on y substitae successivemenl 
pour X les qualre racines de requation {a,b,Cfdje){x,\)*:=zQ. Or, en con- 
sideranl y comme une constante, pour que Texpression qui forme la premiere 
parlie de requalion que Ton vient d^ecrire seit un invariant, les conditions ä 
rempiir consistent en ce que cette expression se reduise a zero au moyen 
de Tun et Pautre des Operateurs 

. Ces conditions seront satisfaites si cbacun des facteurs y —V^ etc. est doue 
de cette mdme propriete, c. a. d. si y — V ou plus simplement, si F en y faisant 
j^* egal ä Pune des racines de requation en x se reduit a zero au moyen de 
Fun et Tautre des deux Operateurs ci-dessus ecrifs. Je considere le premier 
des deux Operateurs et pour abreger je le designe par 

Pour avoir J V, il faut d'abord former la valeur de Jx. On Tobtient en 
operant avec d sur Pequation {a,b,c, d,e){x,\)* =^Q^ ce qui donne 
{a, b, c, d){x, 1 fJx -j- {a, b, c, d)(x, 1 )^ = 0, ou Jx=z —t. 
La partie de ^F qui depend de la Variation de x est par consequent 

-aT^i'{-2ax — U)l\'\'{-3ax^-8bx^6c)l\. 
Pour Tautre partie de JV on trouve aisement 

aTo + (4fl^ + 6b) T, + {4ax^ + 1 2*ar + 9c) T^ 
et de lä en ajoutant 

JV = 2{ax'\'b)T,i^{ax^'\-4bx-\-Sc)T^ 
ce qui est precisement egal a 

Donc V se reduit ä zero par Toperatenr 

De meme en reprösentant le second Operateur par 
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OD troQve d'abord 

mais en ayant egard a requolion {a,ff,c,d,e)(ü,iy = la valeur de Vx 
se redoit a Vx:=x\ La partie de VF dae a la Variation de x est par 
coDsequent 

ax^T^ -f {2ax' -f 4Äar') T, + (3iw?* -f- 8bx^ + 6cx') T^ . 

L'autre partie de VF est 

{4bx + Sc)T^-\-(ibx'-]'i2cxi6d)T,'\'(Abx''\-i2ca''i-\2dx + Sc)T2. 
En les ajontant, le coefficient de T2 s'evanoait en vertu de Tequation en x, 
et Ton troQve 

VF= (fla:^ + 4fta? + 3r)To + 2(flx^ + 4Aj?^^-6ca:-f3rf)r„ 
ce qui est precisement egal a 

F se reduit donc a zero au moyen de I^operateur 

ce qui aclieve ia demonstration dont il s'agissait. II va sans dire que la de- 
monstration serait conduite d'une maniere semblable pour une equation de degre 
quelconque. Pour avoir Pexemple le plus simple, je prends les equations 

{a,b,c,d){x,iy = 0, 
y = (aar + *)To+(ar^ + 3*^ + 2c)Ti, 
et pour effecluer Telimination j'ecris 

yx = (ÄJ?'-f*jr)To+(— CO? — rf)ri, 
yx' = {-2bx^ — Scx-d)To']'{—cx'-dx)t,. 
Maintenant on a les trois equations 

= bTo+2cl\-y-\-x{aTo'^SbT,) +a^^flT„ 
0= -dT, +a:(*Tu-c^l-y) + a:^aTo, ' 

= -rfTo +x{-ScT,-dT,)'{-x'{-2bl\-cT,^y), 

donc l^equation en y est 

y — bTo-2cT,, -aT^-SbT,, -aT, =0. 

dT,, y-bT,i^cT,, -aT, 

dT,, 3cTu-frfT„ y+2bT,^cT, 

En ordonnant ce determinant suivant les puissances de y, les coefficienls de 

Journal für Mathematik Bd. liYIII. Heft 8. 34 



Digitized by 



Google 



262 Cayletfs iransformation de Tschirnhausen. 

y^, y^, y, y^ deviennent des formes bioaires en Tq, T^, des ordres 0, 1, 2, 3. 
Ed calculant les valeurs de ces qualre coefficients on les troave respectivemeot 

= 1 

= 

= 3(«c— A% ad—bc, Ärf— c^K^^, TJ» 

= (aV-3aAc+2*% 3aArf-;6aT*+3Ä*c, — 3«ci/+66V— 3*cS — arf*+36crf— 2c>)(To, T^)\ 

c^est ä dire quo Tequation en y est celle-ci: 

y^^3y{ac^b',ad-bc,bd-c*){T,, T,Y 
+(aV-~3a6c+26%3flirf--6ac»+3*V,~3flerf+66V— 3ä^,— flrf*+3*crf— 2c^K^^ 
equation qui remplit en effet la condition ci-dessus mentioonee, d'avoir poor 
coefficients des invariants des deux formes: 

Dans le cas parliculier donl il s'agit et oü la fonction {To^Ti){rj, —§) est 
lineaire, on peut mdme dire que les coefficients sont des covariants de la 
seule fonction {a,b,c,d){TQ^Tiy en y considerant 7», 7^ comme les variables. 

J'ai cru qu'il y avait de TinterSt de donner cette verification. D^aiileurs 
je remarque qa'au moyen du tbeoreme mdme on anrait pu trouver de suite 
Teqaation en y, en ecrivant d'abord Ti^O, ce qui donne le Systeme 

(a, b, c, d){x, \f = 0, 
y = {aX'\'b)To 
et de la 

^{a,b,c,dXy-bT,,aT,r = 

ou enfin 

y^^^y{V'^ac)TS^{a^d'^^abc^2V')Tl = 0. 

Les valeurs des coefficients peuvent £tre completees eu egard a ce quMls 
doivent ötre des invariants de {a, b, c, d)(§, Tjf, {T^^ Ti){n> — ^) (op, comme on 
vient de le dire, des covariants de (^»6^ ^i^)(To9 Ti)^). Mais ce n^esl que 
dans le cas particulier, oü les coefficients Tu, Ti sont an nombre de deux, 
que Ton peut reduire la seconde equation a une Equation lineaire. 

Londres, 18 Avril 1860. 
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Deuxi^me note sur la transformation de 
Tschirnhausen, 

(Per M. A. Cagley.) 



J\. la fin de ma premiere note sar ce sujel j'ai appliqu^ la trans- 
formation de Tachirnhausen a r^qaation du troisieme degre mise sons la forme 

ax^ -f Zbx' + 3cx -f d = (o, b,c,d) {x, 1 )' = 0. 
En y sabstitaant \b, \c au lieu de b, c, cette eqaation se change en 
aac^^bx''-\-cx-\-d={a,b,c,d){x,\f = 

et en möme temps le resultat oblenu dans ma premiere note s^enonce de la 
maniere suivanle: 

En calcalant pour requation 

{a,b,c,dXx,iy = 

la transformee en ^ 

on obiient 

I TJ(3ac-b') 
+ i UTM9ad-bc)ly 

( + r/(3W-o 

/ TS (27 ä'd-Qabe-l- 21^) 
-f To Ti {27 abd- i8ac'-\-3b'c) 
'^^H T„m-27acd-\-i8b^d-Sbc')[ 

Je vais me servir de cette formule, poar en d^duire l'eqaation qoi d'nne 
maniere analogae est la transformee de T^qualion du qnatrieme ordre 

(a, b, c, d, e){x, 1)* = 0. 
J'6cris d'abord 

{a, b, e, d, e^x, 1)* = 0, 
Y = (flj:-f-|*)7;,-j-(fla?»-f Äx-P|<?)r,+(«x'-|-*a?*4-cx-f |rf)T„ 

et je remarque qu'en faisani «^0, le Systeme proposi se partage en deax, 

34* 



= 0. 
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dont le premier esl: 

r = UiTo + 2cT,4^SdT,), 
et le second: 

ou, ce qai est la m£me chose: 

(a,*,c,d)(^,l)^ = 0, 

Une circonstance analogue a lieu dans requation eo y, resaltat de relimi- 
naUoD da Systeme propose. Pour e = son premier membre se resoat de 
mdme en deux factears qui egales a zero sont les resnltats de reliminalion da 
premier et da second Systeme ci-dessas ecrits. Le premier de ces deox 

factears est donc 

y-i{bTo-\-2cT,i-SdT,)i 

et le second (en verta de la formale donnee anteriearement) 

+ i [(3«c-6')7;? + etc.]{y+A(*ru+2<rr.f 3dr,)} 

+ ?V [(27aV - 9abe -f 2**) TS + etc.]. 
Donc en mallipliant les deax factenrs, et en egalant a zero lenr prodait, on a la 
transformee en y de la forme (a,bfC,d,0){x,i)*. Or dans le cas general, 
oü e est different de sero, les coefGcienKs de la transformee en y sont des 
invariants des denx formes 

Cette propriete permet de dedaire leors valeors generales des valears parti- 
culieres quMls ont poar e = 0. Je formerai de cette maniere la transformee 
en y poar la forme (a« A,c^ if, OXar» 1/, je passerai de la ä la forme 
{a, b, c, d, 0){x,\y (ce qai se fait en ecrivant 46, 6c, Ad aa liea de b, e, d^ 
et enfin je completerai les valears des coefficients en y introdaisant e aa 
moyen de la propriete qae doivent posseder les coefficients d'ötre des in- 
variants des deax formes 

On obtient d'abord reqaation en y soas la forme 

(l,0,S,2>,e)(y,ir = 0, 
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oü 

8(5 = To'(8oc-36') 

-|- T,yT,(24ad — Ue) 

+ ToT,(-2M) 
+ r,r,(-4crf) 

8© = TJ (8a*rf - 4a*c -{-W) 

+ Tu» Ti (4a*d - Sae" + 2*V) 
-l-3;,Ti»(-16acd+46»d) 
-j- ri'(-8ad») 

+ r„r,r,(-i2flrf') 

+ T,*r,(-4M*) 

256g = r,*(64<i*M+16«**c-3**) 

+ TJ Ti (— 128o'crf — SOab^d -\- 64flftc' — Sb^c) 
-f TJ 37(— 128aftcd+ 64ac' - 48*»d+ 8ftV) 
-j- 1;, T/ (64aWH 64ac'rf— 1284Vrf+ 32*0 
-1- r,* (1 28acd* — 64*c'rf+ 16c*) 

+ TJ rj(-192a*d* + 32a6crf- 4l^d) 

4- T„*r, T, (- 288«*rf* + 64«c'd+ 8*"cd) • 

4- T„T/r,(-160*'d*+48*«*rf) 
-fr/T2(+192ad'-1286cd'-j-32c»rf) 

+ Tim- 48acrf' + 14*'d*) 

+ Tu T, T? ( - 144arf' + 8bed') 
+ I?2?(-48WH8c'rf') 
+ ToT,^(-4W») 
•\-T,Ti{—Scd') 

+ I?(-3d*) 
Ce caicul acheve et snbstilnant la forme {a, b, c, d, 0)(^, rif an Keu de 
{a,b,c,d,Q){§,TiT (on 4b, 6c, 4<f ao lieo de b, c, d") on oblient toos les 
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terines de requation cherchee, hormis ceux qai contiennent e: et ces derniers 
s'obtiennent au moyen de ce qoe les coefficients des differentes pnissances de 
y se reduisent ä zero par Toperateur 

flÖ6 + 2*ö,+ 3rßrf+4rfö,-r2Ör-2T,ör... 
Cela ne presente pas de difficulte, je supprime donc les calcnls intermediaires 
et je donne ]e resultat final que voici: les 6quations 

{a,b,c,d,e){x,iy = 0, 
conduisent ä la transformee: 

(i,o,s,®,e)(r,ir = o, 

oü Ton a ^ 



+ 3oc 


i-6ad 


+2oc 


-i-iae 


+ 64e 


+3cc 


-34' 


—64c 


-2bd 


+ 84rf 
-9c» 


—6cd 


-3rf» 



T.T, T;Tt T^T* T^T^T^ T,' T^T^ T^T^ T,T; T/ 



2) = 4 



flo'rf 


+ 1«»« 


+ la4e 


+ 4a4c 


— 6«./» 


— 4a</» 


— iade 


— 4o</c 


— lae» 


-14e» 


— 3a4c 


^2abd 


—3acd 


-\2acd 


-|-64»c 


+ 44'c 


+ 34ce 


-f 124cc 


—2bde 


+3crfe 


+ 24« 


-9ac» 
+ 6A»c 


+ 24»</ 


+ 84»rf 






— 24</» 


- 84rf' 


+ 9c'c 
-6crf» 


— 2rf» 



e = 



t: 


T^T, 


T.T. 


•* ■• l 


t;t,t^ 


T.T» 


T:Ti 


T^T*T^ 


+ l«'e 


+ 8a»4c 


■\-i2a'ec 


— 6a»ce 


•|-60a4cc 


— 4a»rfc 


+ 2fl»e' 


— 4o»e» 


Wbd 


-\2a*cd 


-i2a*d' 


•}-30a4»c 


— 72o4«/» 


— 12tt4cc 


— \Qabde 


-1- 20abde 


+ 6a4»c 


—20ab'd 


— 8ff4»<? 


— 48a4crf 


+36flc»rf 


+ 16«W 


+ 36ac»<? 


+ 36ac»e 


-34* 


+36a4c» 


+ 12<i4crf 


+ 54flc' 


— 364»e 


+ 36oc»rf 


— ISaorf» 


— 1604»rf* 




— 124'c 


+ 44V 


-484'rf 

+ 184»c» 


+ 124»crf 


+ 484'e 
—\92b*cd 

+ 1084c' 


— 186'ce 
+ 144V» 


+ 1084cV 



T* 


T,T,T* 


T.T. 


T,T,^ 


T,'T* 


T,T,' 


t: 


+ Iß'c» 


+ 60«crfc 


— 4o4c» 


+ 12ace» 


— 6«ce' 


+ 8ade* 


+ lflc' 


— 16a4rfc 


— 36«rf' 


— i2acde 


- 8«rf»c 


+30arf»<' 


— 124ce» 


-44rfc» 


— 18ac»e 


— 72b*de 


+ 48«rf' 


— 124»e» 


— 484crfc 


— 204rf»c 


+6crf»e 


+ 48ocrf» 


+ 364c'e 


+ 164'rfe 


■\-i2bcde 


— 484rf' 


+36c'rfe 


—3d* 


+ 484»ce 


+ 124crf' 


+ 364c»c 


— 44rf' 


+ 54c'c 


— 12c</» 




— 1444c'</ 




- 1924crf» 




+ 18c»rf' 






+ 81c« 




+ 108cV 
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J'ecris 

■ H' = iac-b^)TS-]-2{ad-bc)TJ',-\-(a«-2bd^e')TJ',-\-4{6d-e*)T} 

+ 2 (be-cd) TJ^ -f- (c«- rf')T,* 

et je represenle par 40' la valeor qui vienl d'dtre trouvee pour T>. Ces 
expressioos U', H', 4>' sont des invariants des deux formes (a, b, c, d, e) {§, t])\ 
(TüiTi^Ti)(T],—i)\ OD a de plus les invarianis 

ae — Ud-^-Sc", ace'~ad^-^b*0-\-2bed^<^, 

qae je represente comme a Tordinaire par /, J et rinvariant ToT, — T} que 
je represente par &. Cela posö on a 

S = 6H' — 2I&, 
Z> = 4*', 

g = lU'^ — SH'^-\-re^-\-i2J&ü'-\-21&H'. 

La derniere de ces equations peut dtre verifi^e ais^ment, pour cela on e 
sealement besoin de remarqaer qa*en posant a = «=l, b = d=0^ e=B, 
eile devient 

(1-f 30») in-\-ei2TJ,-\-4n) + T,»)» 

- 3 (öl? + (1+ ö») T„r, — 4ö»ri» + oJTf 

+(i+3ö»)'(r„r,-r;)' 

+i2(<?-(?')(r„r,-7?)(i;?+(9(2T„T,+47?)+r,») 

+ 2 (1 + 3^) (r„r, - 3?) (ör„H (1+ ö") TüT* - 4fl»TiH ö'?) 

= Tu* 

+ 3^r,(i2d) 
-j-3;?r/ (-60+54^) 

-f-rj3?(2 + 36ö») 
+ T„r,I?(-4+36^) 
-i-iYCl-lS^+Sid«) 
+ 1?r-?(-6Ö-f540 

.+r„i?(i2ö) 

eqnatioD qai est identiqae. L'expressioo de Tinvariant i (qaadrfnvariant) 
de la fooction (1,0, «,©,e)(y,l)« est «+3(i(5)» oo (J+3(Ä'-i/e')» 
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c'est a dire 

ou enfin 

ce qui est egal a 



Caylejßy iransformaiion de Tschirnhat^seu. 

W'^ - 3ff '^ + re^ + \2J&ü' -f 21&H' 

^^H'^-\-\P&^ -2I&H' 



La condilion a remplir pour que cet invariant se reduise a zero peat donc 
ötre presentee sous la forme 

W + [6 J + 2 1/- i {P - 27 J^)] & = 
ce qui s'accorde avec un resultat trouve par M. Hermite. 

II doit y avoir, ce me semble, une equation identique de la forme 

qui servirait ä exprimer le carre de ^* au moyen des autres invariants 
U^, H', &, 1, J, mais en supposant que cette equation existe, la forme du 
facteur M, que je n'ai pas encore cherchee, reste a determiner; Tinvarianl J 
(cubinvariant) de la forme (1,0, S, ©, SXy, 1)* contient *'^ et il faudrail 
employer Tidentite dont on vient de parier pour reduire a sa forme la plus 
simple cet invariant; dans Tetat actuel de la question je ne m'occupe donc 
pas de Texpression du cubinvariant de (l^O, 6, Z), 6)(r^ 1)\ 

Pour passer au cas d'une equation du cinquieme ordre, on devra faire 
usage de la formale qui se rapporte ä la forme {a, h, c, d, e){x, 1)\ En faisant 
la Substitution necessaire on arrive a ce resultat que pouM'öquation 

{a,b,c,d,eXx,\y^ = 
la transform^e en 

y = iax-\-ib)To-\-{ax^-\-bx-\-ic)Ti-\-{ax'-\-bx'^ex^id)T, 
est la suivanle 

(l,0,S,©,g)(y,l)* = 0, 
oü 

6 = i 



-fSoc 


-\-24ad 


■\-32ae 


'\-ieae 


+246« 


+8ce 


—36« 


— Ue 


— 2bd 


-f- 8bd 
-^4c» 


— 4cd 


-3rf» 



Digitized by 



Google 



Catfley, iransformaiion de Tschirnhausen. 



369 



T»8 T*T T^T T T^ 



© = 

T T* T 1' * 



T T^ 



T.'T, 



t,t: 



t: 



4-8a'rf 


+32o'e 


+8a6e 


■\-32abe 


-12fl(/' 


— 8arf» 


— 8ade 


—32ade 


-Z2ae* 


-8be* 


— 4o6c 


+ Aabd 


— 4«crf 


—ißacd 


+126*c 


+86V 


-\-4bce 


4-i6bce 


— 4bde 


-\-4cde 


+ i«' 


— 8ac* 
+ 26»c 


+ 1AV 


+ 4AV 






— ibd* 


— 4bd' 


+ 8c'c 
— 2cd* 


— Irf' 



t: 



t;t, 


t:t. 


+ 512a'Ae 


■\-5i2a'ce 


— 128a'crf 


-192oV* 


— 80a6'rf 


- 128a6'«r 


+ 64a«c» 


-}■ 32abed 


— 8ft'c 


- Ab^d 



e = 



t:t,t. 



T T* 



r/T,' T/r.T, 



lir 



+256a'e 

- 64a'M 
+ i6aA*c 

- 36* 



— 256a»ce 
+480flft»e 
— 128a*crf 
+ 64ac' 
— 48A»rf 
+ 8ftV 



+640o6c« 
-288abd* 
+ 64acV 
— 144ft'e 

+ 8b*cd 



—256a*de 
~i28abce 
+ 64a W 
-f- 64acV 
-}-192Ä'c 
— 128&»crf 
+ 32*c' 



+512aV 
—2b6abde 
+ 2560C»« 
- 48flcrf* 
+ A8b*ce 
+ 14ftV» 



— 1024o*e» 
+320ai</e 
+256acV 
— 1606 V» 
+ 48*cV 



t: 


t^t.t; 


T»T, 


ToT: 


T*Ti 


t,t: 


T\ 


+ 256o»c' 


■\-MOacde 


— 256o*e' 


+ 512ace* 


—2b6aee* 


+512arfe* 


+256oe' 


-256a6«/e 


-iUad* 


— 128acrfe 


- 128o«/»e 


+480ad*e 


— 1286CC* 


— 646rfe» 


-128acV 


—288b*de 


-|-192flrf» 


-1926 V 


— i28bcde 


— 80bd*e 


+ \Qcd*e 


■\-i28aed* 


+ 64Äc*e 


+ 64i*rfe 


+ 32bcde 


— 48irf» 


+ 64cVe 


— 3rf* 


+ 128**e«? 


+ 8bed' 


-f eUc'e 


- Ud' 


+ 64c'e 


— • 8erf' 




— 646cV 




—iiSbcd* 




+ 8c*d* 






+ 16c* 




+ 32cW 











En m^appuyant snr ce resultat j^espere 6tre a m£me de trouver la formule 
poar reqnation du cinquieme ordre. 
Londres, 11 Mai 1860. 
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Heber Interpolation nach der Methode der kleinsten 

Quadrate. 

(Von €. W. Borchardi.) 



Indem ich in einer Abhandlung, welche in den Schriften der hiesigen 
Academie erscheint, eine Interpolationsformel för eine Art symmetrischer 
Functionen aufstellte und dieselbe auf verschiedene Probleme der Algebra an- 
wandte, unter anderen auf die TscAebischefsche Aufgabe, eine ganze Function 
gegebener Ordnung nach der Methode der kleinsten Quadrate ku bestimmen, 
wenn eine gröfsere Anzahl von Werthen derselben gegeben ist, als sie nach 
ihrer Ordnung anzunehmen fähig ist, — gelangte ich aufser den von Herrn 
Tschebischef selbst gegebenen Formen fflr die Lösung dieser Aufgabe zu 
einigen anderen, von welchen die eine, die das Ergebnifs in combinatorischer 
Gestalt liefert, schon um deswillen bemerkenswerth ist, weil sie, ohne irgend 
eine Rechnung zu erfordern, sich als blofse Folgerung aus der allgemeinen Regel 
erweist, die Jacobi im 22*^^'' Bande dieses Journals fflr die Bestimmung nach 
der Methode der kleinsten Quadrate gegeben hat. Jacobi stellt sich ndmiich 
die Frage, wie sich der Werth, den die Methode der kleinsten Quadrate zur 
Lösung eines überzähligen *) Systems linearer Gleichungen fflr eine einzelne 
Unbekannte liefert, aus allen den Werthen zusammensetzt, die man fflr die- 
selbe Unbekannte erhält, wenn man aus dem gegebenen flberzflhligen System 
auf alle Arten ein vollzähliges herausgreift. Er findet, dafs wenn man fflr 
jedes vollzählige System die Determinante bildet und ihr Quadrat als das 
Gewicht des aus diesem System hervorgehenden Werths betrachtet, das unter 



*) Es ist kaum nöthig besonders zu sagen, dafs ein System linearer Gleichungen 
(die hier immer als unabhängig von einander vorausgesetzt werden) ein überzahliges ge- 
nannt wird, wenn die Anzahl der Gleichungen gröfser ist als die der Unbekannten, so 
dafs man ihnen nicht allen gleichzeitig genügen kann, dagegen ein vollzähliges, wenn 
beide Anzahlen gleich sind, so dafs man ihnen und zwar nur auf eine Weise genügen kann. 
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dieser Hypothese genommene Mittel *) aas allen Werthen derjenige ist, wel- 
chen die Methode der kleinsten Quadrate liefert. Diese Jacobhche Regel ist 
natürlich nicht blofs auf jede einzelne Unbekannte anwendbar, sondern eben- 
sowohl auf jeden aus den Unbekannten linear zusammengesetzten Ausdruck. 

Die Tschebischefsche Aufgabe ist ein besonderer Fall der von Jacobi 
betrachteten allgemeinen, nämlich derjenige, wo das System linearer Glei- 
chungen das folgende ist: 

Hier hat man dem Index r die Werthe 1, 2, ... ri zu geben, %x ist die 
unbekannte ganze Function m**" Grades, wo f/i<C« — 1, A^ der gegebene 
Werth , den sie für x = a^ annehmen soll und Oa^ das Maafs der Genauig- 
keit der Gleichung ^a,. = ^^, so dafs nach Multiplication mit Oa^ diese Glei- 
chung ffir r = 1, 2, . . . n ein System von Gleichungen giebt, die alte gleich 
genau sind (eine Annahme, die Jacobi bei Aufstellung seiner Regel gemacht 
hat). Die Unbekannten dieses überzähligen Systems sind die Coefficienten 
von %x, und %x selbst ist eine lineare Function derselben, also nach der 
JacobtBchen Regel bestimmbar. Wählt man aus dem gegebenen überzähligen 
System irgend ein vollzähliges, d. h. von m-f-l Gleichungen aus, z. B. die 
Gleichungen, welche den Werthen 1, 2, ... ?/i-f 1 des Index r entsprechen, 
so ist die Determinante aus diesem vollzähligen linearen System bekanntlich 

dai0a2...0a„^iJ(ai^ «2 ^ • • • «m+i)? 

wo J das alternirende Differenzenproduct der Gröfsen a^, «2, ... a^^.! be- 
zeichnet. Das Quadrat dieses Ausdrucks ist also das Gewicht des aus dem 
ausgewählten vollzähligen System hervorgehenden Werthes von %x, d. h. 
des Werthes 

«|—«t •••«!— «m+l ' ' ^ «m+1 — «1...««+! — Arn ' 

nach der Jncoiischen Regel ergiebt sich also für %x der nach der Methode 



*) Sind .9i* j^tf jfji • • • di^ Gewichte der Werthe u^f u,, u,, ... von u, so ist 
das nach dieser Hypothese genommene Mittel 
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der kleinsten Quadrate bestimmte Werth in combinatorischer Form: 

WO die Summen § Ober alle Combinationen zu m-f 1 der Gröfsen a^ o^.» ... «„ 
auszudehnen sind. 

Dies Resultat ist natürlich nur formell von dem TschebiscAefschen 
verschieden. 

Berlin, im September 1860. 
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lieber eine Classe von Eliniinationsproblemen und 
über einige Punkte der Theorie der Polaren. 

(Von Herrn A. Clebseh zu Carlsruhe.) 



In zwei fraheren Aufsätzen (dieses Journal Bd. 58, p. 93 und p. 229) 
habe ich von einer Eliminationsmelhode Gebrauch gemacht, welche sich 
auf eine gewisse Gattung von Problemen allgemein anwenden lafst, und 
welche, aufser dem Vorzug der Symmetrie in Bezug auf die homogenen Ver- 
änderlichen, auch noch den andern hat, gerade auf diejenigen Formen zu 
führen, welche in der analytischen Geometrie von, Bedeutung sind. Diese 
Methode ist immer anwendbar, sobald von den m vorgelegten Gleichungen eine 
vom zweiten, i/i— 2 vom ersten Grade sind, während die letzte von einem 
beliebig hohen Grade sein kann. Ich werde die Methode zunächst in dieser 
allgemeinen Form auseinandersetzen, sodann aber dieselbe auf einige geome- 
trische Probleme anwenden, welche bisher nicht behandelt worden sind. 

§. 1. 

Eliminationsproblem. 

Es sei q){a:i^X2^.*.x„) = eine homogene Gleichung des i»*^'' Grades; 
ferner 

(1.) /'=iina?J4-2iii2a?ia?2-f ..=0 

eine Gleichung des zweiten Grades. Aus diesen Gleichungen und den m — 2 
linearen Beziehungen 

sollen die Veränderlichen x^^ or,, ... x„, eliminirt werden. 

Zu diesem Zwecke bemerke ich zunächst, dafs man immer, und zwar auf 
unendlich viel verschiedene Arten, solche lineare Ausdrflcke ß^^\ ß^^^, ... ß^'"'^^ 

Joariial für Mathematik Bd. LVin. Heft 4. 36 
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bestimmen kann, dafs die Summe 

fj^ ß(i) ofxy ^ ßm o(') -|- . . . -j- /?(•»-« «t—*' 

Identisch in zwei lineare Factoren p.q zerfällt, wo 

Ans der identischen Gleichung 

(3.) /'-f -S/^'^Jot« = pq 

h 

folgen dann die Relationen 

(4.) 2ir,, + ^(/3|*'«</^4-a|*V4'0 = Mki^P^Vi- 

h 

Statt der Gleichung f=0 in Verbindung mit den Gleichungen (2.) 
kann man sich nun entweder der Gleichung p=0 oder der Gleichung q=0 
bedienen. Bezeichnet man dann mit P, Q die beiden Determinanten 

SO kann man die Werthe der x, welche zugleich der Gleichung f=0 and 
den Gleichungen (2.) genügen, entweder durch 

darstellen. 

Eines dieser Werthsysteme mufs auch der Gleichung ^ = genügen. 
Ich setze zu dem Ende diese in die symbolische Form 

und fflge die Bestimmung hinzu, dafs nach ausgeführter Rechnung die Pro- 
ducte der a und der b durch die entsprechenden Coefficienten der Function (p 
ersetzt werden sollen. 

Die gesuchte Eliminationsgleichang läfst sich dann in der symbolischen 
Form darstellen: 

(8.) 2Ä = = 

welche durch die symbolischen Substitutionen in 

2(p{x').<p{x") = 
abergeht. 
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Jetzt mögen A, B, C die folgenden Ausdrücke bedeuten: 



275 






-T;*,. 






+(*i^;+*2^;+-)(«i^;'+fl2^^+-) 



Der Ansdrncfc R läfst sich dann leicht durch A, B, C darsteilen, denn es 
wird offenbar: 



2Ä = {C-f |/C^-JÄ}"+{C-|/C^-JÄ}», 
oder 

Die Ausdrücke A, B, C sollen nun näher untersucht werden. Jeder der 
linearen Factoren, welche A enthält, geht mit Hülfe von (6.) in eine De- 
terminante über, so dafs 

wird. Aber dieser Ausdruck läfst sich ferner als eine einzige Determinante 
folgendermaafsen schreiben : 



j=(-i) 



m— 1 



Pi9t+P%9l 



2 



2 



Pl7m + Pm?| (l) (2) 

2 ^ ' • ' 

2 2 «2 • • • 



«1 Ö| 



«2 «2 



2 

«1 

«^^^ 
«1 



«1 



«2 
«2 



«2 



«2 



Pm9m 



(w-2) 



^(1) ^(2) «(«-2) ^ 



. 

. 

. 

. 













Wenn man hierin die p, q mit Hülfe der Gleichungen (4.) ausdrückt, so be- 
merkt man leicht, dafs man in der vorliegenden Determinante die in (^k \ ß\ ^ 
multiplicirten Terme vollständig, durch Abziehen der horizontalen und vertikalen 

36» 
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Reihen, zerstören kann, ohne dafs irgend sonst etwas verfindert wird« Es 



cuu^i uaiici lU ^M Ul<7 j 


'^lYD 2 9 ^^^* uuruu »11, « 


In? üw 


>• ar 


U VI — 


etzen. Hierdurch gewinnt A den Ausdruck: 

«11 «12 ... «Im «1 «1 • • . 


(m-2) 
«1 


öl 






tl2i «22 ... «2m «2 «2 • . • 


^(m-2) 
«2 


Ol 


• 


(10^) ^ = (-1)"-* 


«ml «m2 • . • U^m «m «m • • • 

«1 «2 . • . a^ ü ü . . . 










af' 4'' ...aZ' ... 












^(m-2) ^m.2) ^ ^ ^ ^(«.2) ^ ^ ^^ 










Äi «2 . . . a« 0... 










Mose Determinante werde ich durch die Bezeichnung 










/a(*> «('> . . . ii\ 









yW 



a 



P) 



. . aj 



darstellen, indem die obere Reihe a^^^, a^^\ ... a die verschiedenen Vertikal- 
reihen, die untere aber die Horizontalreihen andeuten soll, welche sich in der 
vorliegenden Formel um das System 



«21 



«12 
«22 



«im 

«2m 



'm2 



«mm 



gruppiren. Bei dieser Bezeichnungsweise ist daher: 

'^ = (-ir-c;;; s; 

(11.) \b = (-D-c;;; ;:; 

Zugleich aber erkennt man, dafs der in die Gleichung (10.) eingehende Aus- 
druck C — AB sich nach einem sehr bekannten Determinantensatze in zwei 
Factoren zerfäilen läfst, so dafs mit Beibehaltung der obigen Bezeichnung: 






o(i) a(2) 
am ai") 



a b 
a b 



)^-r.D 
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wird, wodurch sich (10.) auch in der Form darstellt 

x|g^ n ^« ».«— 1^«-.2 -F^ I w.»— l.W— 2.W— 3 



R=C''-ll±=^C''-\rD 



C^-^f^jy ^0; 



1.2 ^ ' '^ » 1.2.3.4 

welche aufserdem mit Hülfe von (12.) noch mannigfacher Veränderungen fähig ist. 
Die Gleichung (13.) stellt nun, unter Hinzunahme der symbolischen 
Substitutionen, die gesuchte Eliminationsgleichung dar; und zwar ohne öber- 
flfissigen Factor. Denn man Oberzeugt sich leicht, indem man z. B. den Term 
C" betrachtet, dafs R fflr die a vom 2n^^% fflr die u vom n^^, fflr die Coef- 
ficienten von (p aber vom zweiten Grade ist; was nach bekannten allgemeinen 
Sätzen mit dem Grade der von jedem Factor befreiten Eliminationsgfeichung 
übereinstimmt. 

Ueber die Curve, welche die Durchschnittspunkte der ersten und zweiten Polaren 
beschreiben, während der Pol eine beliebige Curve durchläuft. 

Es sei tt(yi9y29ys) = die Gleichung einer Curve des />**" Grades. 
Bezeichnet man die Differenlialquotienten von u nach den y, dividirt respective 
durch p, p.p—i^ etc., durch Ui, u^, etc., so ist die Gleichung der Polare 
eines Punktes x in Bezug auf diese Curve 

(14.) UiXi'}'U2X2'\-u^x^ = 0. 

Von dem Punkte a lassen sich an seine eigene Polare p—l.p — 2 
Tangenten ziehen ; und die Berührungspunkte derselben liegen in den Schnitt- 
punkten der Curve (14.) mit der zweiten Polare 

(15.) tiaa^+2iii2a?iar2-f... = 0. 
Während nun x sich auf einer Curve n**' Ordnung 9 = bewegt, durch- 
laufen diese Punkte eine andere Curve; die Gleichung derselben soll aufge- 
stellt werden. 

Man hat zu diesem Zwecke die x aus den Gleichungen (14.), (15.) 
und aus <p=^0 zu eliminiren. Vergleicht man den Fall mit dem allgemeinen, 
welcher oben ausgeführt ist, so zeigt sich, dafs nur eine Reihe von a vor- 
handen ist, nämlich die Reihe der Coefficienten u aus der Gleichung (14.). 

Es wird hiernach aus Formel (10^): 

«u «n «js «1 «1 

«21 «22 W23 ««2 «2 

^ = «Sl «32 «33 «3 «3 

tfl »2 tf, 

fli a, 113 
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oder mit Rücksicht aof die identischen Gleichungen 



«11 


«« 


«M 





«1 


«n 


«M 


«» 





a. 


«11 


«n 


«» 





«j 











— « 


— a 


«1 


«I 


«3 


—a 






WO nur a geschrieben ist fflr den Ausdrack 

ö = «iri+«2y2+Ä3r3- 

Und diese Form A bringt man leicht in die folgende Gestalt: 

wo die Bezeichnung (^^ ganz wie oben zu deuten ist, J aber die aus den 
t#,j( gebildete Determinante bedeutet. Zugleich ist ebenso 

C-- jfl = -«{«aj)+^(a'a)+*'0-2«*a))i- 

Der Kürze wegen schreibe ich noch V fOr den Ausdruck 

F = <.'a)+»'(o-2«»®- 

wodurch dann die Eliminationsgleichung (10.) die folgende Gestalt annimmt: 

«=<>=H+«G)r-^H+"®r"'"(«(.i)+^'') 

■ ■■ • • • • 

Diese Gurve ist vom n {3p — 4)*''" Grade, wie man leicht erkennt, wenn man 
das erste Glied 

betrachtet. Sie steht aufserdem mit den Curven ti = 0, ^ = in einem 
merkwürdigen Zusammenhange. Denn setzt man ti = 0, so reducirt sich die 
Gleichung auf 9^^^''==0. Sie berührt also die Curve ti = an allen Orten, 
wo diese die Leitcurve ^ = durchschneidet; und aufserdem schneidet die 
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betrachtete Carve die Curve u = nar noch io den Wendepunkten derselben, 
und zwar so, dafs jeder Wendepunkt ein nfacber Punkt von /{==0 wird. 
Das Letztere ist daraus ersichtlich, dafs R in Bezug auf J und u homogen, 
und zwar vom n^'"' Grade ist. Ich fasse dies in folgenden Sätzen zusammen: 

Wenn der Pol eine Curve n^^" Grades (p = durchlauft, so be^ 
schreiben die Berührungspunkte der Tangenten, welche sich von ihm 
an seine (in Bezug auf die Curve p"" Grades ti=0 genommene) Polare 
ziehen lassen, eine Curve der n(ßp — 4:y^ Ordnung. 

Dieselbe berührt ti = überall, wo diese Curve von 9 = ge- 
schnitten wird. C^n n.p Punkten.) 

Die Wendepunkte von ti = sind n fache Punkte der Curve. 
(Es giebt 3p {p — 2) solcher n fachen Punkte.) 

Ich bemerke noch, dafs das Problem der Wendepunkte als ein specieller 
Fall der vorliegenden Untersuchung aufgefafst werden kann. Denn man kann 
dasselbe in der Form darstellen : Diejenigen Punkte x einer beliebigen Curve 
^ = sollen aufgefunden werden, von denen aus sich eine dreipunktig be- 
rQhrende Linie an die Curve ti = ziehen läfst, deren Berührungspunkt dann 
y sei. In diesem Fall besteht neben den Gleichungen (14.), (15.) noch die 
Gleichung u = 0; und man sieht aus dem Obigen, dafs das Resultat der 
Elimination aus 9=0 und (14.), (15.) alsdann die merkwürdige Form annimmt: 

y'Criiya^rs)--^ = o. 

§. 3. 

lieber diejenigen Punkte einer Geraden, in welchen dieselbe die Polare eines ihrer 

Punkte berühren kann. 

Sei 11 = eine Curve der /i**" Ordnung. Auf jeder Geraden 

a = «1X1 + «2X2 + «3/3 = 
giebt es dann solche Punkte y, deren Polare von eben dieser Geraden in einem 
Punkte X berührt wird. In der That, wenn die Gleichung der Polare durch 

V = Uiyi-^-u^y^i-u^y^ = 
bezeichnet wird, hat man nur auszudrücken, dafs die Tangente der Polare im 
Punkte X mit der Linie a zusammenfällt. Zu diesem Zweck müssen die 
Gleichungen erfüllt sein: 

i^iiyi + «12/2 + 1113X3 = i«i, 

»21X1+ «^22/2 + «23/3 = ^«2, 
«31X1+ «32/2 + »33/3 = ^«3. 
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Verbindet man mit diesen Gleichungen die Gleichungen 

«1X1 + «2/2 + «3/3 = 0, 
«1^1 + «2 ^2+ «3 ^3 = 0, 

SO bestimmen sich hierdurch die Verhältnisse der y, x vollständig; und zwar 
finden sich insbesondere die x bestimmt durch die Gleichungen: 

«i^i + a2a?2 + «3^3 = 0, 



(16.) 



= 



•11 



•12 



»13 



«1 



«21 «! 



22 



»31 



u 



32 



SSa^aj^ün. 



W23 «2 
1I33 «3 

«i Ol «3 

iMan kann hieraus zunächst die beiden Sätze ziehen: 

Auf jeder Geraden gieht es 2(/i— 2) solcher Punkte, deren Polare 
von eben dieser Geraden berührt wird. 

Durch jeden Punkt lassen sich zwei solcher Geraden ziehen, in 
deren jeder ein Punkt die Gerade selbst zur Tangente seiner Polare hat, 
mit detn gegebenen Punkte als Berührungspunkt. 

Und man kann hinzuffigen: 

Die Hessesche Detertninante, gleich Null gesetzt, gieht den geome- 
trischen Ort derjenigen Punkte, für welche diese Geraden in eine ein-- 
zige zusammenfallen. 

Bewegt sich nun die Gerade, indem sie eine Curve der n*^" Classe 

(17.) y(ai,a2,«3) = 
umhallt, so bewegen sich die BerOhrungspunkte x auf einer Curve, deren 
Gleichung durch Elimination der a aus den Gleichungen (Iß.)? (17.) erhalten 
wird. Diese Gleichung ist nach der oben entwickelten Methode allgemein 
aufstellbar. 



Es wird znnAchst offenbar 










«7u 


17« 


v^ 


ar, 


«1 




Vn 


u^ 


ü» 


jp, 


«2 


Ä = 


Un 


u,. 


ü^ 


X3 


«3 




a?, 


X2 


Xj 










«1 


«j 


«3 









Wenn man aber die identische Gleichung bemerkt: 

Wiül/+tl2t72|-|-«3^3i = ^i'^ 
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(vgl. die Definitionen des vorigen Paragraphen), so ergiebt sich, indem man 
die ersten drei Yertikalreihen von il mit ^, ^, -^ maltiplicirt und von 
der vierten abzieht: 

Un Vn U,, a, 



^-^ 



wo 



V21 U22 1723 «2 

Un ü,, 1/33 03 

Xi X2 X3 — u 

öi «2 Ö3 —a 





üu üa Uu «, 




Uu Un ü^ a. 




Un ü« U^ th 

U31 Vit Vii flj 


1 a 


Un ü„ ün «, 

u,, r« ü^ «, 




Ol Oi Oi 




Xi Xi Xi 



gesetzt ist. 

Da nun ferner nach bekannten Sätzen 

£^22^^33 £^23 = ^.Wll etc., 

so erhält man fflr A die einfache Form: 

A = u:S2aiaifia— a:s:SaiXj,Ua. 

Endlich wird noch 

^k^k^ik = ff, 
mithin auch 

Ebenso ferner: 



A = u22aiakUi^ — a\ 



= —J.u. 



B = u22b,b,u,,-b\ 
C = uJSJSüib^Uii — ab. 
Es bleibt noch Obrig, nach (12.) den Ausdruck C^ — AB zu ent- 
wickeln. Die bezeichnete Gleichung aber giebt: 

C'-AB = -r.D 

und 

Uli Ui2 t7l3 ^l 

C/21 ^22 ^23 ^2 

ün Vy, ü^ a?3 

Xt Xn X9 \ß 



ün Va Vu ar, fl, *, 

Uli TJn Uli ^J fh ^j 

V31 Uyt U33 X3 Oi *j 

o^i x, Xj 

01 th Oj 

bi ^ 6, 
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D = 





X, Xj Xj * 


= — 


«1 «2 «S 




*. ft, *, 



-e' 
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Mit Hölfe dieser Aosdrficke giebt also (13.) folgendes Elimioationsresultat: 



W.W— 1 



(18.) Ä = = (u:S2aA Ua — abf— Hi^Juq^ (fi-rj^fl;*»!!^^ — ab) 

I W-^* — *•*• — 2.W — 3 j2 2 Ar ^^ r I 

+ 4 9.q A J'u'Q\u2:SaibiUii — al 



1.2.3.4 



wobei noch die symbolischen Substitutionen auszufahren sind. 

Diese Curve ist vom 2n{p — l)*^'* Grade, wie man leicht erkennt, wenn 
man ti = setzt. Alsdann ist 

Ä = a\b- = [y(«inti2,«3)r. 
Hieraus geht zugleich hervor, dafs die Curve JR=0 immer die Curve ti=0 
berührt, wo sie dieselbe trifft, also in n^{p~\) Punkten; und dafs diese 
n^{p—\) Berührungspunkte auf einer Curve der «(;>— 1)'*" Ordnung 

<ip(fli,fl2,tl3) = 

liegen. 

Diese Curve hat an sich eine einfache Bedeutung. Die Polaren aller 
Punkte der Geraden a = schneiden sich in den nämlichen (;>—l)^ Punkten, 
welche durch die Gleichungen 

Wi = ^«1, 
IIa = Aoj, 

«3 = ^«3 

bestimmt sind. Berührt also a die Curve 9)=0, so beschreiben diese Schnitt- 
punkte eben jene Curve ^(Wi, «29 «a) = 0, welche durch die Berührungs- 
punkte von ti = mit /{=:0 hindurchgeht. 

Aber die Curve JS = berührt auch J=iO überall, wo sie diese 
Curve trifft, also in ^n{p—\){p—2) Punkten. Um dies zu beweisen, kann 
man folgendermafsen verfahren. Es reducirt sich für J=^0 der Ausdruck 
R auf die symbolische Form 

1^11 Vn t/i3 ^1 *i 

V21 t/22 tTjs X2 b^ 

^31 Vyi 1/33 X^ 6j 

^1 ^Ta :r3 
Hl Oj 03 

Soll die Curve, welche dieser symbolische Ausdruck darstellt, die 
Curve J=:0 berühren, so mnfs sich immer eine Function P von solcher 



C» = 



= 0. 
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t^u U,, 


I7i3 a:, 6i 


Un u„ 


1/25 X2 62 


u,, u^ 


1/33 d?3 63 


Xi J?2 


J?2 


Ci c^ 


^3 


X^ X2 x^ 




ar, a?2 x^ 


öl «2 <l3 


• 


bl 62 *3 


C| C2 C3 




C| l?2 l?3 



Beschaffenheit angeben lassen, dafs P.C" mit Hälfe der Gleichung Js=0 in 
ein vollständiges Quadrat abergebt. Ein solcher Factor ist die n^^ Potenz der 
Determinante 

Uli Vn üa Xi Ci 

C/21 *^22 ^23 ^2 ^2 

= U^i Ü32 1^33 ^3 ^3 

^1 ^2 ^3 

i?i C2 C3 
in welcher die c ganz beliebige Gröfsen bedeuten. Denn bekanntlich ist dann 

£^11 t^l2 1^13 ^1 a, 

U21 U23 Un ^2 ^2 
Q.C = t/31 Uja 1/33 ;r3 «3 

CTi J?2 ^3 

Ci C2 C3 

t^ll I7i2 f/i3 a?i 

1/2, 1/22 t/23 X2 

Uzi i/32 C/33 073 

Xi X2 X^ u 

Hier verschwindet das letzte Glied, weil es, wie oben gezeigt, den Factor J 
erhalt; daher ist endlich; indem man noch bemerkt, dafs fOr die a, b die 
gleichen symbolischen Substitutionen zu machen sind: 

Vn V,2 f/,3 ^1 «1 " ' 

V21 U22 1^23 ^2 fh 
Q\C''=( ün Ü32 f^33 ^3 A3 

Xi 072 a?3 

Ci l?2 <^3 

Dies ist die verlangte Umformung; und man erkennt, dafs sich durch die 
Sn{p—i){p—2) Berflhrungspunkte von JS=0, J=0 unendlich viele Curven 

2ii(fi— 1)*" Ordnung 

legen lassen. Diese Curven haben je p(p—l) it fache Punkte, nämlich die 
BerOhrungspunkte der Tangenten, welche sich von einem beliebigen Punkte 
Ti, ^2, C3 an die Curve « = ziehen lassen; denn 4^ erscheint als eine 

37* 



[{u2i2^aiCj,Vn-^itiiai,2j,Uj,Cj,YY. 



Digitized by 



Google 



284 Clebickj über eine Classe von Eliminationspr ablernen. 

homogene Function n}^' Ordnung der AusdrQcke 

U und <?ltli-f-^2W2+<?3«'3 9 

welche, gleich Null gesetzt, durch ihre gemeinsamen Lösungen jene Beröh- 
rungspunkte darstellen. 

Die Gurven ^=0 berühren aufserdem immer noch die Curve J=0 
npunktig in d(p—l)(p—2) Punkten, welche nicht der Curve Ä = ange- 
hören; und in diesen Punkten wird zugleich J=0 von einer Curve Q=0 be- 
rührt, welche von der 2(/i— ly*"" Ordnung ist. Die Curve Q hat aber die Form 

Sie wird also sowohl von u = als von der zweiten Polaren des Punktes 
c, (JSJSCiCi^Uif,=0) aberall berührt, wo sie diesen Curven begegnet; die Berüh- 
rungspunkte liegen auf der ersten Polaren. Man bemerkt auch noch leicht, 
dafs Q durch c hindurchgeht, da für x=c die Gleichung von Q \n u.u—u^ 
übergeht. 

Ich fasse diese Sätze in Folgendes zusammen: 

Wenn die Gerade a eine Curve tp n*"* Ordnung umhülU^ so be- 
schreiben die Punkte derselben, in welchen sie Tangente der Polaren 
eines ihrer Punkte in Bezug auf eine Curve p*'*^ Ordnung u = werden 
kann, eine Curve 2ii(/i— 1/"^ Ordnung R = 0. 

Die Curve R berührt die Curve u, wo sie derselben begegnet, 
nämlich in n^{p—\) Punkten. 

Diese Punkte liegen ihrerseits auf einer Curve n{p—iy^'' Ordnung, 
dem geometrischen Ort der Punkte, in weichen sich die Polaren aller, 
einer bestimmten Lage von a angehörigen Punkte durchschneiden. 

Die Curve R berührt die Determinante J von u in Sn(p—i)(p^2) 
Punkten; überall, wo sie derselben begegnet. 

Durch diese Sn(p—i){p—2) Punkte lassen sich immer unendlich 
viele Curven * von der 2ii(fi— 1/'" Ordnung, deren Jede noch dieCoor- 
dinaten eines beliebigen Punktes c enthält, hindurchlegen. 

Jede dieser Curven 4> hat p{p—\) n fache Punkte, die Beruh-- 
rungspunkte der Tangenten, welche sich von c an u legen lassen. 

Jede dieser Curven berührt aufserdem J in S{p—i){p—2) ver- 
schiedenen Punkten npunktig; und in solchen 3(/9— 1)(/^— 2) Punkten 
wird immer J=0 noch von einer Curve (?=0 der 2(p~iy^'' Ordnung 
berührt, welche von der Curve q> ganz unabhängig ist. 



Digitized by 



Google 



Chbsch, über eine Classe von EtinUnalionsprublemen. 285 

Jede solche Curve Q berührt wieder in den p {p —X) Berührungs-- 
punkten der von c an u gezogenen Tangenten dieCurve u = 0; sie geht 
durch c und wird von der Polare des Punktes c noch in {p — \){p—2) 
anderen Punkten geschnitten, welche auf einer Curve {p—Zf^" Ordnung, 
der zweiten Polare von c\ liegen; und zwar berührt die zweite Polare 
in all diesen Punkten die Curve Q. 

§. 4. 

lieber diejenigen Polaren, deren eine Wendetangente durch den Pol geht. 

Aus den obigen Formeln läfst sich die Gleichung einer anderen Curve 
ableiten, welche von hervorragendem Interesse ist. Es giebt nämlich unendlich 
viele Gerade a, welche für die Polare eines ihrer Punkte Wendetangenten 
werden. Die zugehörigen Wendepunkte bilden dann eine Curve, welche dar- 
zustellen der Zweck dieses Paragraphen ist. 

Soll X ein Wendepunkt der Polaren 

V = Wiri + ^^y^ + tlaya = 

sein, so mflssen die zweiten Differentialquotienten von v Coefficienten eines 
Ausdrucks zweiter Ordnung werden, welcher in zwei Factoren zerfällt; und 
zwar mufs der eine Factor die Wendetangente, mithin hier die Linie a dar- 
stellen. Es ist also nothwendig für alle Werthe von i, k: 

Wenn man aus diesen Gleichungen die y und die ß eliminirt, so er- 
hält man eine Gleichung, welche man, nach Herrn Aronhold,, durch 

bezeichnen kann; wo nur statt der Coefficienten einer Function dritter Ord- 
nung die dritten Differentialquotienten von u, dividirt Amc\ip{p—\){p — 2), bei 
der Bildung von Sy, zu benutzen sind. Diese Gleichung ist von der dritten 
Ordnung för die a, und kann nach Herrn Aronhold in der Form geschrieben 
werden : 

Sn = 2SSSii,j,aiaj,aj, = 0; 

die Bildung der s und die Gesetze, denen diese Coefficienten genügen, finden 
sich dieses Journal Bd. 55, p. 97 u. folgg. angegeben. 

Der Ausdruck iS»„ ist eine Zwischenform, welche allen höheren Curven 
angehört. Fär den vorliegenden Zweck aber kann man offenbar diese Function 
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an die Stelle von (p treten lassen, um die gesachte Curvengleichung zu er- 
halten. Man hat also nichts weiter zu thon, als in derGleichang (18.) ii=3 
zu setzen, und die symbolische Substitution 

auszuführen. 

Für 11 = 3 nimmt die Gleichung (18.) nun zunächst die Gestalt an: 

= (tt SSaiüu Vit, — ä") (ti 22bi b,, ii^ — ft") (ii -SJS'ö, b^ ii^ — ab) 

— 4J.u{2±x,a2b^y{u22aibiUij, — ab). 

Um die definitive Darstellung dieses Ausdrucks zu bewerkstelligen, setze ich 
ihn zunächst in die Form: 

(19.) R = M-AJ.u.iNu — P), 
wo denn 

!M = {u2:SaiakUii, — d'){u:s:Sbibj,Un — b^)(u2:SaAUi^—ab), 
JV = {2±x,a,b,f:S2a!b,Ui,, 

Ich bemerke nun, was unmittelbar klar ist, dafs in diesen Ausdrücken 
die Gröfsen u^h ebenso behandelt werden können, als wären sie constante 
Coefficienten einer Function dritter Ordnung; wodurch denn die 

^ik = ^htihik^'h 
als lineare Functionen, die 

I als Functionen zweiter Ordnung der x erscheinen, während die aus den sym- 

' bolischen Substitutionen entspringenden Grörsen sm, sich als Constante, und 

I zwar als homogene Functionen dritter Ordnung der u^i, darstellen. Unter 

I diesem Gesichtspunkte aber kann man einige der Formeln anwenden, welche 

I Herr Aronhold gegeben hat, und welche auf leichte Weise zur Transformation 

von M, N, P fahren. Diese Formeln finden sich Bd. 55 dieses Journals 
p. 132 (Theor. 8) und p. 144, Formel (4.), und lauten in die hier gebrauchten 
Zeichen abertragen: 

(21.) Wi*iw + Wa*2M+Ws^3M = 6(ii,//)"-f iS-ar^j?i, 
(22.) :S,2^u,^,sai = 0, S^:SxV:nSni = 2Ä 
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In diesen Formeln bedeuten die Gröfsen {u, ^d)^^ folgende Ausdrflcke : 

{U, J)^ = tl,2 ^13 + Wl3 ^12 — Un z^23 — «23 ^11 9 

etc. 

ferner sind die J^, zweite Differentialquotienten von J ^ so genommen als 
wären die Unj, constante Zahlen, und dividirt durch 6. Die Ziffer 6, welche 
sich in der Gleichung (21.) abweichend von der Formel des Herrn Aronhold 
findet, erklärt. sich dadurch , dafs die Function d des Herrn Aronhold das 
Sechsfache der hier eingeführten ist; ein Unterschied, der sich bei der All- 
gemeinheit der vorliegenden Untersuchung nicht wohl vermeiden liefs. 

Nun aber giebt die Ausführung der symbolischen Substitutionen bei M: 

-f 2w -T^fAÄ Uik Wä • ^^ik Ui Ui Uh — {2; Sah Ui m* u^f. 
Wendet man auf diesen Ausdruck die Gleichung (22.) an, aus welcher sich 
sogleich 

ergiebt, so findet sich: 

S2sikkS^y^UikUf,yUh^ = 4S^w, 
^^ikhUhUa = 2S.U, 

man siebt daher, dafs einige Terme von M sich ohne Weiteres zerstören; 
und der Rest ist: 

(24.) M = u22snj,s^,^Uh^UiUkU^Uy — (-2««^ w, Wa<*a)' = uF— G\ 

Hierauf kann man nun die Gleichung (21.) anwenden, und erhalt sodann zunächst : 

(25.) ^i^kUiUkSaH = S.tt.XÄ + 6J2'i(fi,^**ii*. 

Den letzten Term betrachte ich z. B. für h=l. Dann ist nach (23.) 



^liu^^f'Uk = 



tli Un Jj3 

tfj W22 ^23 

W3 tt32 *^33 



+ 



U2 ^22 t'23 
«3 -^32 «33 



= Xi 



«11 «12 ^13 
«21 «22 ^23 
«31 «32 ^33 



+ 



"u ^a «13 

«21 -^M «23 

Wsi -^M M» 



+ 



Jll Ui2 Un 
^21 «22 «23 
^31 «32 «33 



^, 


Ut2 


»13 


A 


«M 


«23 


^, 


«JJ 


«33 
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Der Coefficient von x^ ist aber der CoefficieDt von 11^6 in der EntwickliiDg 
von J(aU'\-bJii)^ also nach Herrn Aronhold (a. a. 0. p.127), und mit Rück- 
sicht anf die veränderte Bedeotang von J, gleich 

Daher gehl (250 in die Gestalt Ober: 

Fährt man dies in die Gleichung (24.) ein, so kommt: 

oder nach einfachen Redoctionen: 

Ferner aber ist 

G = ^,{iS.m.x,-62,J-,U,,)m, = iS.u'-6.J\ 
endlich also 

(26.) M = 36(^.if.* — ^*), 

wo der Kürze wegen durch ^ die Covariante sechster Ordnung 

(270 * = ^i^i^i^kV.i 
bezeichnet ist 

Ich gehe jetzt zor Bestimmong von P fiber. Durch die symbolische 
SobstitQtion nimmt P die Gestall an: 

P = ^i2:^X:X,{s^.sjKfi.m,, 

wo der Aosdrnck {s^ , s^)'^ genaa dieselbe Bedeotang hat, wie bei Herrn Arom^ 
kotä, daher auch genan denselben Gesetzen nnterliegt Xan ist aber dann 
zunächst nach (210 

P = ^,^,x,x,mu,J)^S.xx,6iu,J)^S.xxy', 
oder darch Anwendung des AromAolästheu Vertauschnngssatses : 
P = :s,2,(ß{u,Jf^S.x,x,^ixx,6{u.J)^S.xxr 

= 62,2,(ß{u.J)''~LS.x,xOixx,{m,J)r 

= 6-2iJ^,(ir,^)'*(xx,6(ii,-^)iS.xxy* = 36-Z,-r,(ir.^^^^ 

Inzwischen findet man ans den AusdrOcken (230 

ixx,(u,J)y^ = uJa-^^^u — A^i—^kfii; 
daher 
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Die ersten beiden Summen in diesem Ausdrucke sind die Coefficienten von 
ab^ und ä^b in der Entwicklung von J(aU'\-bJu)^ und sind daher nach der 
oben angefohrten Formel gleich 

T.u S.J j S.u 
und 



36 i2 """ 12 ' 

die letzte Summe ist nach den oben bei (25.) entwickelten Beziehungen 

Und somit ist die definitive Form von P: 

(28.) P = 72<P-eS.u.J-\-T.u\ 
Es bleibt nur noch A^ zu entwickeln. 

Zunächst ergiebt sich durch die symbolischen Substitutionen die Form 

oder auch 

Man erhält aber durch Differentiation der Gleichung (21.): 

Daher: 

-{-2S.:s,{x,(xx, s,y'-\-x,{xx, s,y^^x,(xx, s^y^i 

Der Coefficient von jS im letzten Gliede verschwindet identisch. Um dies 
einzusehen, denke man sich etwa statt der s^j, wieder die symbolischen Pro- 
ducte aiGj^Uh gesetzt. Dann geht der bezeichnete Coefficient aber in 



Xi^ a?i a^ 




fll X^ fl, 


X2 X2 Ha 


• 


£l2 X2 «2 


0^3 X^ II3 




^3 X^ 03 



was identisch Null ist. Um die wahren Ausdrflcke der ersten Glieder von iV 
zu finden, kann man ein ähnliches Verrahren anwenden. Denkt man sich die 
Gröfsen 

^ikhi ^ikht ^ikh 
bezQglich dargestellt durch die symbolischen Producte 

^i^k^hf ^itkhß ^i^kCh, 
so wird: 

Journal fOr Mathematik Bd. LVIII. Heft 4. 38 
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A=.i:^xy'\^-'- T'''-ih'-iTii'''''ii''''!r 

\h ^t\ «1 "t *•, «^.ll«. «,l Ik. «',11". «iM 

X ö, (*, (c, a^i + <^« ** T <^ *j) + *^r (*i Ai + *» Jf» + *j -CW) 

+ 6^^{^,:2'..2-,«,at*.* +«-2i-2i.^„»»w* -aJSi^»^,.*,««*}. 
Bemerkt man nun die Gleichungen (22.)^ so wie die analogen (a. a. 0. p.154, 
Theor. 18): 

SO kommt 

A'= 6(^ + 6^.S-4//.iS+2S.^+M.T-2-^) 

= 4r.« + 24^.Ä 

Fährt man alle erhaltenen Resultate nunmehr in die Gleichung (19-) ein, so 
wird die gesuchte Gleichung: 

lA = 36iJ.u.^—J*)—4Juitt(4TMi^2AJ.S)—724»-\-6S.u.J—TM^) 
i2J{27u.4> -3J^ - T.u^ - iOJ .u' .8} = 0. 

Bis hierher wurden die m^a als Constante betrachtet; man kann sie 
aber ohne Weiteres wieder in ihrem wahren Werthe besteben lassen, sobald 
man die GrOfsen //,- gehörig definirt, welche in der Form 

(30.) * = 22JiJtUn 

onthallen sind. Diese Grörsen bedeuteten während der Rechnung die Differential- 
qnotienten von J, genommen als ob die Unj, constant wflren, und dividirt 
durch 3; d. h. es war 

Fortan sollen aber durch J„ die wirklichen Differentialqnotienten von J be- 
zeichnet werden, dividirt durch den Gratf von J, Z{p — 2), wie das bei den 
u ganz analog geschieht. Dann ist also 

^'- = 3(^^^Äl^«.(/»-2)ir«„. 

Man erkennt, dafs diese Definition vollkommen mit der obigen fibereinstimmt. 
Man darf daher die Gleichungen (29.) vollkommen in derselben Form gehen 
lassen, indem man ffir die J„ die neuen Definitionen feststellt. 



(29.) I ^ 
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Die Gleichung (29,) löst sich in die Curve ^ = auf, und in 
eine Curve 9{p — 2^" Ordnung , welche mit der Curve ii = in den 
Wendepunkten eine Berührung dritter Ordnung hat, so dafs die Wende-- 
punkte von u auch Wendepunkte der neuen Curve werden, und zwar 
fallen auch die Wendetangenfen beider Curven in diesen Punkten zu- 
sammen. Die Gleichung dieser Curve 9(// — 2)**' Ordnung wird: 

27u.<P — SJ^-T.u^-'10J.u^S = 0. 

Diese Gleichung ist dadurch merkwürdig, dafs in ihr die Covarianten 
J, S, T, *, welche zunächst der Theorie der Curven driller Ordnung ent- 
nommen sind, eine allgemeine Anwendung finden. Solcher Anwendungen sind 
ohne Zweifel noch sehr viele zu erwarten, so wie die Function J sich bereits 
auf die mannigfachste Weise verwerthet hat. Ich benutze diese Gelegenheit 
um eines bemerhenswerthen Satzes zu gedenken, der in die Kategorie dieser 
Anwendungen gehört, und welchen ich an einem anderen Orte beweisen werde: 

Es giebt jederzeit 12(n~2)(n— 3) Punkte, deren Polare, genom- 
men in Bezug auf eine Curve der p^'" Ordnung, einen Rückkehrpunkt hat, 
und die 12(n— 2)(n— 3) Rückkehrpunkte sind die Schnittpunkte der Curven 

^ = 0, S=0, 

von denen die erste vom S(n—2y'", die zweite vom 4(n— 3^" Grade ist. 

Carlsruhe, im Juni 1860. 
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Von einigen Summen- und Differenzenforuieln und 
den Bernoullisehen Zahlen. 

(Von Herrn 6. Bauer zu München.) 



No. 1. In einem Aufsalz aber die Gammafunctionen im 57'*'" Bande 
dieses Journals bin ich zu mehreren neuen independenten Ausdrflcken fflr die 
BernouUischen Zahlen gelangt. Bezeichnet 02n~i die n'*^ BernouUische Zahl, 
und ist 

iVr = l"-(;)2''+(2)3"--±(»'+l)% 
wo (\\ (X) u* s« f' den ersten, zweiten u. s. f. Binomialcoefficienten der i***" 
Potenz darstellt, so hat man z. B. 



(1.) 



"" =0, 



wenn n ungerade 

wenn n gerade. 

Die Gröfsen Ni treten auch in der Entwicklung der (i-f ly^". Differenz der 
Potenzen von x auf und es ist aus der Differenzenrechnung bekannt, dafs für 
irgend ein n 

JV„^"> = (-l)M.2.3...ii, und 

^r = 0, 

aufserdem ist 



wenn t >> n; 



iV«'"^ = 1. 



Diese Gröfsen iV nun genOgen gewissen Relationen, mittelst welcher man die 
in Gleichung (1.) enthaltene Summe und andere ähnliche durch einfache Dif- 
ferenzenformeln ersetzen kann. 

No. 9. Diese Relationen, welche zwischen den Gröfsen 3/ bestehen, 
und von deren Richtigkeit man sich leicht aberzeugt, sind folgende: 



(1.) 



^i'•' = 2^; 



(«-») 



■iNi 



Nr = 3iVr-^-2A^* 



("-!) 



(«-!) 



J("-») 



(n-l) 



j(«-l) 



Nr = (i+i)Nr-''-iN)l7\ 



N^'J, = nNtr'-in-i)NJ,r.'\ 
w - -nN^r^'\ 



M" = 
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Bezeichnet nun f(i) eine Function der ganzen Zahl r, welche nicht unendlich 
wird für r = 0, so folgt aus dem System (I.) 

fc=ü isrü i=sl 

= 'T'(.-+i)[/-(i)-AHi)]^r'. 

fssU 

Setzt man also 
so wird 

'^ni)M" = '''¥'(i+i)A./-(i).A'r'^ 

Diese Transformation rimal angewandt giebt aber sogleich, wenn man die 
n fache Differenz 

A.(.-+l)A.(,- + l)A...A.(i-fl)A./-(i) 
mit D/'(t) bezeichnet 

(II.) S>(»)iV/"> = (DAi)),=... 

issü 

Auf ganz dieselbe Weise erhält man aus den Gleichungen (L)? vvenn man die 
Summe von t = 1 an nimmt, 

wo D/-(f) = A. /•(•). 

Setzt man in diesen Gleichungen z. B. f{i) = const. , so geben sie 

(2.) S-'iV/"^ = 0; 

1=30 

setzt man aber in (III.) /•(•) = — , so wird 

A/(i) = hfii) = . . . ="DV(i) = -^ , 
mithin 

(3.) S"lAr/">= -», 

wie ich schon in der angefahrten Abhandlung gefunden habe. 

No. 8« Bevor ich weitere Anwendungen von diesen Formeln (IL) und 

n 

(III.) gebe, will ich den Ausdruck Df(i) direct nach den Differenzen von f(i) 
entwickeln. 
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Es ist 

RiSi -il.+, Si+x = Ä.-(S.— «.•+.) + Si{Ri -Ä..+.) - (Ä, - il,.+.)(S,-S.+,), 
mithin nach der hier gebrauchten Bedeutung von A 

A.RsSi = RiA.Sf\-SiA.Ri-A.RiA.Si. 
Vermöge dieser Formel hat man, da A.(i-f-1)=— 1 ist, 

(a.) bf(i) = A. (i+lföyc.-) = - D>(»)+ (»+ 2) A. D>(i). 

n 

Hieraus ersieht man, dafs D/'(f) von der Form sein mafs: 

DA«) = (-l)"-*[A/(0+^'"'(»+2) A».A«)+4"'(«+2X.-+3)AV(<) + - 

...4-J^"J.(i-f2)...(i+»)A"/(i)], 
WO { — iy^^A^„*2i^=^i sein mufs, die Obrigen A aber gewisse ganze Zahlen 
sind, welche zu ermitteln bleiben. Unterwirft man zu diesem Zwecke die 
letzte Formel nochmals der Operation D und vergleicht den so erhaltenen 

Ausdruck für D/*(J) mit dem, welchen die letzte Formel giebt, wenn man 
darin n^i statt n setzt, so erhalt man folgende Relationen: 



(b.) jr*^ = 4jr-4 



(") 
2 9 



Fügt man zu diesen Gleichungen noch die Bedingung hinzu 

för jedes n, so sind die Coefficienten A vollkommen bestimmt. 
Setzt man nun 

so geht das System (b.) in das System (I.) Ober. Folglich genflgt dieser 
Werlh von A^^^^^ dem System (b.); zugleich gentigt er der Gleichung (c.) 
und ist mithin der gesuchte Werth der Coefficienten A. Da diese Coefficienten 
ganze Zahlen sein mtlssen, so ersieht man zugleich, dafs die Zahl A^/"^ ffir 
jedes n durch 1.2...t theilbar sein mufs. 

n 

Der Ausdruck ffir D/*(J) wird hiermit: 
(IV.) DAO = (-l)"-tJ <'+^^ffg-<;+^) iV^7'>A-/(«), 
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wo der Coefficient ilÄ^^ für r=l der Einheit 

gleich zu setzen ist. 

M ^ B. /i:0 = -|-, .Uo AV(i) = ü,:,:i^^, Dfd)^^,, so 
giebt diese Formel 

l-Viv/::" = (-1)-' 

oder in Verbindung mit Gleichung (2.) 

(4.) ^ViVr' = (-IT- 

Für 1 = erhält man aus Gleichung (IV.) statt der in Gleichung (IL) ent- 
haltenen Summe folgenden anderen Ausdruck für (D/'(f))i^: 

(V.) (D/-(i))^ = (-l)"-*|;riV^7V/(0)fe..- 
No. 41, Wenden wir nao die vorhergehenden Formeln auf die Ber- 

noutlischen Zahlen an. Setzt man f(i) = Ti-r^ so wird 

' ^ ^ i-j-l ' 



und folglich Gleichung (IV.) 



(5.) n _i_ == ^_^^»'5'' * jw("-») 



Gleichung (2.) Null ist, 
Fflr t = hat man 

und diese Gleichung verglichen mit Gleichung (1.) gieht 

(VI.) K^7+T)feci = (-l)*""'ßn.i, wenn n gerade 

' = 0, wenn ^ ungerade. 

Die Gleichung (1.) gilt von n = i an, mithin diese von ii = 2 an. 
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Aus Gleichung (II.) hatte man erhalten 

(5".) ( D ^t") = ^"-TT ^^ '"^• 

Dars diese Gleichung mit (5'.) in Uebereinstimmung ist, läfst sich leicht direet 
zeigen; denn aus dem System (I.) ergiebt sich sogleich 

«•=11 «T» ü 1 *T» I l ••?■» 

folglich 

wie auch aus der Yergieichung der beiden Gleichungen (5'.) und (5".) für 
gerade n sich ergiebf. Fflr ungerade n sind beide Reihen gleich Null. 

Die Gleichung (III.) giebt fflr f{i) = ^ 
also 

o I + l ' * L 1+1 ' ' l-}-lJr=l \ l + l/»=0 

2 

und vermöge der Gleichung (VI.) folgert man hieraus von D an 

(VII.) ) ^ •+*^'=* 

wenn n eine ungerade Zahl bezeichnet. 

Schreibt man also die Zahlenreihe l^i^i^i?*-*) nimmt hiervon die 
Diiferenzen, multiplicirl dieselben der Reihe nach mit 1, 2, 3, 4, ..., bildet 
hierauf wieder die Differenzen, multiplicirt dieselben wieder der Reihe nach 
mit 1, 2, 3, 4, . . . u. s. w. , so sind, von der zweiten Differenzenreihe an, 
die ersten Glieder der Differenzenreihen abwechselnd Null und die BernoulH^ 
Zahlen, die zweiten Glieder die Hfilfte der BernoulUschen Zahlen abwechselnd 
positiv und negativ genommen. Das allgemeine Gesetz, nach welchem die 
(f-f ly*"" Glieder der Differenzenreihen gebildet sind, ist durch Gleichung (5.) 
gegeben, läfst sich aber auch wie folgt mittelst der Anfangsglieder der Reihen 
darstellen. 
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Schreibt man der Kurze halber D far (D-qn-J .ß so giebl die Glei- 
chung (a.) No. 3 

n+l n n 

D = (i4-l)D-(i-|-2)D. 

i i i+l 

Hieraus folgt 

2D = D — D, 

1 U 

3D = D-(l + 4)D-|ji2D, 

2 ü ii * • * Ü 

« n »+1 /. 4 4 J v«+2 4 n+3 

4p = p-(l+i+i)p+(jL4.jiy + ^)D-^p, 

oder allgemein, wenn man die Summe der Combinationen der Zahlen 1, ^, 

1 

i, . . . -r zu je r/i mit (T,-^^ bezeichnet, 

(6.) (i + l)D = b-a^rD+a^/D--.. + (-iya,/^^^ 
; ü ü ü 

Hieraus lassen sich sogleich neue Relationen fflr die Atfritoti/Zischen Zahlen 
ableiten. Denn setzt man n = 1 und bemerkt, dafs 

(i+l)p = (i+l)(i^-ji5)=;|5, p = i 

ist, die folgenden D aber durch die Gleichung (VI.) gegeben sind, so erhalt 

man aus (6.), je nachdem man darin für i die ungerade Zahl 2J— 1 oder 
die gerade 2j setzt: 

Ii — -gn-f = ^2i-M^l~^2i-ipß3 + -* + (— l)'""*^2f-l,2i-lß2i-19 
oder 
1 — 27X2 =" ^2f,i Bi — 02i^i Äj-f •••-[- (—l)'"^<^2,-,2,-i B:ti^i. 

Setzt man aber in (6.) « = 2, so wird D = (i±2)(i+3) ""^ ^^^ ^^^^^^ '^'" 
gende Relationen: 

2i(2i4-l) = ^» ~ ^2»-2»' ^^ "f ^2^-^* ^» h ( — ^ )'"* <^2,-2,2*-2 Äj/.i , 



(8.) 



2i 



' = ßl <^2i-l,2 ßs -f- ^2i-l,4 ^6 •••"}■( 1 )*"* %-Mi-2 Ö2i-I 1 



l(2i+l)(2i+2) 
welche auch unmittelbar aus den Relationen (7.) sich ableiten lassen. 

Journal fflr Mathemmtik Bd.LTIII. Heft 4. 39 
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No. ft» Unter den anderen Anwendungen, welche man von den For- 
meln (IL)) {\l^*')^ (IV.) machen kann, scheint mir folgende Beachtung zu 
verdienen. 

Man setze /•(!) = (•+l)(t+2)...(«+*)^ «^ wird 
A^A«•) = (-irA:(Ä-l)...(*-r+l).(i+r+ !)...(« + *) 
und * 

hf{i) = (-Ärr.(i+2)...(i + A:). 

Mithin wird Gleichung (IV.), wenn man den Factor (1*4-2) . . . (i-f A:) auf beiden 
Seiten weghebt, 

Zi^~^^ i.2...(r-l) ^"-^ — '^ • 

Setzt man hierin it-f 1 statt n und r-[-l statt r, so hat man 

(VIII.) ^Vl)Y*7*)A^r''^ = *% 

WO (*"7 ) den r***" Binomialcoefficienten der (*— 1)*^ Potenz bezeichnet. 

Aus dieser Gleichung ergeben sich unmittelbar neue Formeln fttr die 
Differenzen und die Summe von k"; nämlich fflr die m^^ Differenz 

(ixo. 2(-ir"(JzJ.)ivr = A".*» 

und fflr die Summe 

(X.) !iVi)t40^'^^"^ = *"+'^" + ^"+'*'+*'' = '^-*''- 

Diese Summenformel, welche aus k Gliedern besteht, wenn A<Cn-f ^9 ^^^ 
aus n-f 1 Gliedern, wenn A>>it-f 1? hat vor der gewöhnlich gebrauchten, 
nach Potenzen von k geordneten Formel den Vorzug, dafs sie nach einem 
einfacheren Gesetz gebildet ist, ganz Ähnlich dem fflr die Differenzen von h!" 
aufgestellten, zweitens, dafs jedes ihrer Glieder eine ganze Zahl ist, da die 
Coefficienten N ganze Zahlen sind, und endlich, dafs man unmittelbar ebenso 
einfache Formeln fflr die zweiten und höheren Summen aufstellen kann. Denn 
setzt man Ä.l"-f iS.2''-f — -f Ä.Ä" = Ä^'\*" u. s. w., so hat man fflr die 
f** Summe 

(XL) iVirC^jy*)^"^"^ = 'S'^'^-*'- 

Z. B. fflr is=;4 ist ^f = -15, A^f = +50, A5*^=-.60, 2Vi*^=+24; also 
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SC». 10* = ( 3^+15( 4^+50(*52)+60(*g2)+24(*2) = i2,693. 

No. 6. Macht man dieselbe Substilation f{i) = (i-|-l ) {i-\-2)... {i-{-k) 
in Gleichung (II.)« so erhält man, wenn man r statt t schreibt, 

;f (r+l){r+2)...(r+t) ^(,) ^ 

eine Formel^ welche nur zeigt, dafs die Formel (VIII.) auch fflr negative k 
gilt. Denn setzt man in (VIII.) —k statt kj so wird 

;gr (H<)(*+2)->(Hr) jv(>») ^ ^_^^.^ 

rc=ü i.2...r 

eine Formel, welche von der vorigen nicht verschieden ist, indem für jeden 
Werth von k und r die Coefficienten von iV^^"' in den beiden Summen gleich 
sind. Ueberhanpt aber überzeugt man sich leicht, dafs die Gleichung (VIII.)) 
welöhe nach der Herleitung fflr jede ganze Zahl Ar gtlltig ist, identisch sein 
mufs und fflr jeden V^erth von k gilt. Entwickelt man nun die Summe in 
(VIII.) nach Potenzen von k, so giebt die Vergleichung der Coefficienten der 
einzelnen Potenzen von k auf beiden Seiten der Gleichung Relationen zwischen 
den Gröfsen iV^"^ Setzt man 

1^2 + ...+i = ^,.,, 1.2 + 1. 3 + .. . + (1-1)1 = *^,, U.S. f., 
so dafs 8i^r die Summe der Combinationen der Zahlen 1, 2, ... t zu je r be- 
zeichnet, so findet man 

JVC") 

T5br = (-!)•' 

lyC") JVC") 



l...(>^2)~ "-^^ l...(w— 1) 



n/C") TvC«) Ji/C«) TVC**) 

Aus diesen Relationen ersieht man wieder, wie wir schon früher fandaii, dafs 

JV 
•2 — ^ immer eine ganze Zahl ist ; ferner zieht man aus ihnen aufser dem be- 

39» 
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kannten Werth von A'^"' 

im% = (-l)-'.1.2...(n-l).ü^, 

lu. 9. f. 

No. K, Da die Gleichung (VIII.) ffir jeden Werth von k gilt, so 
kann man darin A: = -^— setzen, und erhält sodann 

(XII.) x^= ]Slin)^a^n_]si^n)£z::^Ax-^^^ 

* ^ ^ • 1...» 

und hieraus für A'.:r% wenn man nun die Differenz in dem Sinne versteht, 

wie es in der Differenzenrechnung gebräuchlich ist, so dafs 

A.a?" = {x'\'Axy — x* 
bezeichnet, 

(XIIL) (-l)*A'.x* 

_ pjM (x-'Ax)...(x-(n—i)Ax) ^^j jy(,^ (j:-Ax)...(x— (w— i— l)Ajr) ^^,.n . 
* 1.2...(n — •) • * 1«2...(n — t — 1) ^ 

oder auch, wenn man zuerst in der Formel fflr x" das Zeichen von Ax 
wechselt und dann die Differenzen nimmt, 

{—lyA'.aT = 

jy(»^ (j^+(»+<)Ajr)...(j:+nAj:K ^,. , J^^,,, (jr+(i+l)Ajr)...(j;+(w>-i)Aj;) ^^,-^x . 
" l...(n— t) •" ""* l...(n — i — 1) ' 

Ebenso erhält man für die Summe J£x% das Zeichen ^ in dem in der Dif- 
ferenzenrechnung gebräuchlichen Sinne genommen: 

rYlV^r 1 ^»^•'r«— isj(n) M^+Ax)...{x+nAx) , n^(.) x(jr+Aj:)...(^+(n— DA jt) ; 
tÄlV.K-lJ-ia:— i\« 1.2...(n+l).Aa: +^--* TTT^J + 

_^j^^.^ x(x+Ax) 2^a?"-^ + iVWa?Aa?-\ 

Aehnlicbe Formeln ergeben sich fflr die höheren Summen. 
Mflnchen, im Juli 1860. 
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Ueber totale und partielle Differentialgleichungen. 

(Von Herrn L. Natani.') 



§. 1. 

Einleitung. 

PfafftwkA bekanntlich die Integration der totalen Differentialgleichungen 
mit mehr als zwei Veränderlichen, welche die Integrabiiitäts-Bedingungen nicht 
erfüllen 9 und löste damit zugleich das Problem der Integration der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Jacobi fand ffir das Verfahren, welches Pfaff^ anwandte, eine Ver- 
einfachung, die namentlich fflr die partiellen Differentialgleichungen von der 
gröfsten Wichtigkeit ist, dafs nämlich im allgemeinen Falle die n Systeme 
von Differentialgleichungen, deren Integration Pfa/f verlangt, sich unabhängig 
von einander aufstellen und integriren lassen (§. 12 der Abhandlung: zur 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen, Bd. 17, S. 97 dieses Journals); 
im Falte der partiellen Differentialgleichungen verschwinden dann diese Systeme 
bis auf eins. 

In einer anderen Abhandlung (zur Theorie der Variationsrechnung und 
der Differentialgleichungen, Bd. 17. S. 68 dieses Journals) deutet Jacobi noch 
andere Vortheile an, zunächst fflr diejenigen partiellen Differentialgleichingen, 
welche zur Lösung der mechanischen Aufgaben dienen. Diese Vortheile, die 
sich auch als die Erweiterung der Lagrang eschen Methode der Auflösung 
partieller Differentialgleichungen auffassen lassen, bestehen darin, dafs die 
Auffindung ^nes Integrals einer mechanischen Aufgabe ungefähr dieselben 
Vortheile gewährt, als wären bei einem gewöhnlichen System von Differential- 
gleichungen zwei Integrale bekannt. Den Beweis und die Art seines Ver- 
fahrens hat Jacobi nirgends durch den Druck veröffentlicht, er hat zwar, wie 
ich nachträglich erfahre, in Vorlesungen Mittheilungen darflber gemacht, doch 
vraren mir diese Mittheilungen zur Zeit der Abfassung dieser Abhandlung un- 
bekannt. 

Hierzu kommen dann noch diejenigen Vortheile, welche das gleich- 
zeilige Bekanntsein zweier Integrale der mechanischen Gleichungen gewährt, 
Vortheile, mittelst welcher unter Umständen alle übrigen Integrale gefunden 
v^erden können. Diese Theorie von zwei gleichzeitig bekannten Integralen 
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(der sogenannte Poissonsche Satz, der aber in dieser Darslellnng und Aas- 
ffibrung ganz Jacohh Eigentbnm ist) ist wiederbolentllcb von Jaeobi in Vor- 
lesungen milgetbeilt. 

Die weitere Verfolgung der Jnco^iscben Principien zeigt nun, dafs 
diese Vortheile, welcbe die Kenntnifs eines oder zweier Integrale gewfihreo, 
nicht auf die mechaniscben, selbst nicbt auf die partiellen Differentialgleicbungen 
erster Ordnung beschränkt sind, sondern für die allgemeine Pfaffsche Glei- 
cbung ebenfalls gelten; dafs ferner, wenn man, mit einigen nothwendigen 
Veränderungen, von der Pfafßchen Darstellungsweise ausgeht, diese ganze 
Theorie einer sehr einfachen und klaren Darstellungsweise fähig ist. Ver- 
bindet man hiermit noch einige Satze über Differentialgleichungen, so ergiebl 
sich eine vollständige Theorie der totalen und der partiellen Differentialgiei- 
chungen erster Ordnung. Diese mitzutbeilen ist in der vorliegenden Abband* 
lung beabsichtigt. Im Anfange derselben mufste auf einige elementare Be- 
trachtungen zurflckgegangcn werden, deren man zu dem Folgenden bednrfle; 
der weitere Verlauf der Abhandlung enthalt die Theorie der P/affhehen und 
der Schiufs die der partiellen Differentialgleichungen. — Ich bemerke noch, 
dafs mir die Hefte zweier Jacobischen Vorlesungen bekannt gewesen sind, 
in welchen die Integration der partiellen, nicht aber der totalen (lybjfächen) 
Differentialgleichungen behandelt ist. 

§. 2. 

Hauplintegrale eines Systems von Differentialgleichungen. 

Integral eines Systems von Differentialgleichungen heifst im engeren 
Sinne bekanntlich jede Function der Variablen, welche einer Constanfen gleich 
ist. Ein System von n Differentialgleichungen erster Ordnung mit n-f ^ 
Variablen hat n Integrale, d. h. man kann nur n von einander unabhängige 
Functionen der Variablen finden, welche Constanten gleich sind. lede andere 
Function der Variablen, die einer Constanten gleich ist, ist eine Function von 
diesen n Integralen. Es lassen sich die n Integrale auf unendlich viele Artea 
bestimmen, grofse Vortheile gewahrt jedoch ein gewisses System von n In- 
tegralen, welche Hauptintegrale heifsen mögen, und welche bei Gelegenheit 
der Integration der partiellen Differentialgleichungen von Jacobi in ihren 
Haupteigenschaften betrachtet worden sind. 

Man bestimmt die Hauptintegrale auf folgende Welse. Es seien 

yi = fli, 92 = ^9 ••• y» = ön 
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n beliebige, aber von einaoder anabhAngige Integrale, wo also die a Con-* 
stauten, die (p Functionen der n-f-l Variablen x, x^^ x^^ ... x^ sind. Setzt 
man eine der letzteren, etwa x, gleich Null oder gleich einer beliebigen Zahl, 
so kann man sich die Gleichungen 91 = ^1, ^2 = ^9 • • • 9A = ^n ^^^^ 
Xg^ ^29 ••• ^n aufgelöst denken, und erhfilt dann die x ausgedrOckt durch 
die a. Diese Wertbe bezeichne man mit ar{, ^r,, ... or^, also 

u. s. w. 

Selzt man nun in den Functionen tp fflr die a wieder die (p, so werden die 
x' Functionen der x, und diese Functionen sind die betrachteten Hauptin- 
tegrale, — als Functionen der a sind sie Constanten gleich. Die Haupt- 
.integrale sind also die Wertbe von 2^1, ^r,, ... x. fQr einen gegebenen Werth 
von X. 

Diese Betrachtung läfst sich sogleich auf ein System von DiflPerential- 
gleicbungen ausdehnen, welches mehr als eine unabhängige Variable enthält. 
Man habe n Gleichungen von der Form 

S.X.dx, = 2,Y,dyr 
wo die linke Seite aus n, die rechte aus p Gliedern bestehe, und die X 
und Y Functionen aller x und y sind. V^ir nehmen ferner an, diese n Glei- 
chungen haben n Integrale, d. b. sie seien durch Differentiation von 
n Gleichungen mit n Constanten entstanden, eine Annahme, welche die Er- 
fQllung gewisser Bedingungsgleichungen fflr die JT und Y nötbig macht, so 
kann man p Variable, also etwa yi , ya 9 • • • Xp als unabhängige Variable be- 
trachten. — 

Die Integration erfolgt nun in weit zweckmafsigerer Weise als gewöhn- 
lich geschieht, wenn man die Hauptintegrale einfOhrt. Man denke sich zunächst 
y2 9 ^3 9 ••• Xp constant, so bat man das System 

SXdx = Firfyi 

zu integriren^ also n Gleichungen mit it-f 1 Variablen. Man setze nach der 
Integration yi = und bestimme die Hanptintegrale x[^ xr,, ... x^^, so sind 
diese Functionen von den x und von y^i) ^39 • • • Xp- In den X und Y setze 
man ari, a?i, ... a?l fflr x^^ x^^ ... x^ und fflr yi, lasse aber ^29 ^39 ••• Yp 
uttgefiodert, dann mögen sich diese Ausdrflcke in X\ F' verwandeln. 
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Dies in die gegebenen Gleichungen eingesetzt, und yz^y^^ ^^ yp constant ge- 
dacht, hat man Gleichungen von der Form 

:sX'dx' = Yidy,. 

Nach der Integration setze man ^2 = 0, und erhalle für x'i^ X2^ • • • ^1 die 

Werthe x'i^ x^^ ... x'^ als Hauptintegrale dieses Systems; nach Einsetzung 

dieser Werthe mögen die Gröfsen X\ F' in X" F" übergehen, es ist dann 

das System 

2:XUx'' = Yl^dy, 

zu integriren. Die Hauptintegrale desselben fflr y3 = 0, seien xi\ x^'^ . . . u.s. w. 
Fahrt man in dieser Weise fort, so kommt man schliefslich auf das System 

2X^'^dx^'> = Y^P-'Uy^. 

Die Integrale dieses Systems sind dann zugleich die des gegebenen 2Xdx=2:Yäy. 
Fflhrt man noch die Hauptintegrale x^^ dieses letzten Systems ein, so sind, 
dies die Werthe der Variablen x^ wenn yi, yj, ... y^ gleich Null oder gleich 
anderen gegebenen Zahlen werden. Diese Integrale x^^ sollen Hauptintegrale 
des gegebenen Systems 2:Xdx = JSYdy heifsen. Ihre Einfahrung gewährt 
den Vortheil, dafs alle zu integrirenden Systeme 

^Xdx=^ Y,dy,, 2:X'dx'=Y;dy,, . . . j;X^''^dx^'^= Y^'^^dy, 
gleichzeitig aufgestellt und integrirt werden können ; schliefslich sind dann die 
Hauptinlegrale jedes Systems als Variable in das folgende einzufahren. Bei 
der gewöhnlichen Integrationsmethode verlangt die Aufstellung eines jeden 
Systems erst die Integration der vorhergehenden. — 

Als Beispiel nehmen wir eine Gleichung mit drei Variabein, welche 
die IntegrabilitStsbedingung erfallt. Sei dieselbe: 

fi{^>y,z)dx-\-f,{x,y,z)dy-\^f^{x,y,z)dz = 0, 
so integrirt man von einander unabhängig die beiden Gleichungen 

fi{^. y, z)dx +/5(a?, y, z)dy = 0, 

fi{a:\0,z)dx'^f,{x\0,z)dz = 0; 
in der ersten wird z constant gedacht, und x' ist das Hauptintegral derselben. 

§. 3. 
Indices eines Systems von Differentialgleichungen. 
Unter Index eines Systems von n Differentialgleichungen soll eine 
Variable verstanden werden, die in n—\ Integralen nicht vorkommt, nod nach 
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Auffindung: derselben sich durch blofse Quadratur ergiebL Haben die n Glei- 
chungen des Systems die Form SXdx -f Udl = 0, wo X und U Functionen 
der X nicht aber von t sind, so ist / ein Index, denn nach Elimination von 
dt hat man noch n — 1 Gleichungen, deren Integrale sämmlliche x als Functio- 
nen von einer dieser Gröfsen bestimmen. Diese Werthe in X und U gesetzt 

geben t=^—J jp — • Auch wenn die Gleichungen die Form haben: 

AJS Xdx 4-U dl=0^ wo A eine Function von / allein ist, ist / ein Index, denn 
es ergiebt sich schliefsllch : /-j-= / — jj—" Durch Elimination des Index 
wird jedes System um eine Ordnung reducirt. 

Es seien jetzt n Gleichungen mit n'\-p Variablen gegeben, welche n 
Integrale haben, so kann ein solches System p von einander unabhängige In- 
dices enthalten, das heifst es können p Variable so beschaifen sein«, dafs sie 
in n^p Integralen nicht vorkommen, und nach Auffindung derselben sich durch 
Quadratur ergeben. Dies ist z. B. der Fall bei einem Systeme von n Glei- 
chungen, deren jede die Gestalt hat: 

2:XdX'\-U,d/,'\'U,dt2-\-'"-{-Updlp = 0, 

wo die X^ und U nur die x, nicht die t enthalten. Hat man, nach Elimination 
der dt n—p Differentialgleichungen erhalten, und diese nach der in $.2 an- 
gegebenen Art integrirt, so kann man sämmtliche x als Functionen von p 
derselben, Xi^ x^^ ... Xp, und von Gonstanten bestimmen. Wenn man diese 
Werthe in die anfänglichen Gleichungen einsetzt, erhält man p Gleichungen 

von der Form: 

ät. = Q,dx,^Q^dx^^'^*^QpdXp, 

wo die Q die x^, a?^, ... Xp und Constanten enthalten. Da nun der Aus- 
druck rechts nur von einander unabhängige Variable enthält und gleich dt^ 
ist, so mufs er ein vollständiges Differential sein, t, ergiebt sich mithin durch p 
Quadraturen, am bequemsten mit Anwendung des §.2. Man findet zunächst: 

<= A''(?irfj?i-f/', wo /' die Integrationsconstante ist, weiche arj,,..^*^ ent- 
hält, dann: '' = / (?2^^2+'"> wo (?i dadurch aus ft entsteht, dafs ar, = 
gesetzt wird, u. s. w. ; schliefsllch erhält man: 

t) 

wo im zweiten Integral j!r| = 0, im dritten j?i = 2^2 = u. s. w., im letzten 
a?, = a:2 = •• • = J^p^i = gesetzt ist. 

Journal für Mathematik Bd.LVIII. Heft 4. 40 
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Id} der ganzen Entwicklung ändert sich nichts, wenn n Gleichungen 

von der Form 

A2Xdx^U,dt,^^^^-\rU,dt^ = 

gegeben sind, wo A eine Function von t^ aliein ist, die in allen Differential- 
gleichungen vorkommt; denn nach der Elimination von /i nehmen die Glei- 
chungen die frohere Gestalt an, und dt^ folgt aus einer Gleichung: •^=:z2Qdx, 

-j- für /i setzt. 

§. 4. 

Ueber eine Differentialgleichung mit mehr als zwei Variablen, welche die Integrabilitäts- 
bedingungen nicht erfüllt. QPfaffsche Gleichung.) 

Damit n Gleichungen mit n-^^p Variablen n Integrale haben, sind ge- 
wisse Bedingungen zu erfüllen. Ist nämlich 

eine der Gleichungen, so kann man daraus p Gleichungen von der Form 
2X-^—= Y^ bilden, es giebt mithin np solcher Gleichungen, aus diesen 

bestimmt man die np Ausdrücke ^ "" : nimmt man zwei derselben -^-^9 
'^ oyn dys 

-^-^, differentiirt den ersten nach y^, den zweiten nach y^, so müssen beide 

Werthe gleich sein, dies ist eine Bedingungsgleichung, und es zeigt sich 
leicht, dafs es deren i^/'C/'— 1) giebt. Sind dieselben nic^t erfüllt, so mufs 
das System mehr als n Integrale haben. 

Beschränken wir uns auf eine Gleichung mit n Variablen, bei welcher 
wir es dahin gestellt sein lassen, ob sie die Bedingungsgleicbungen erfülle oder 
nicht. Diese Gleichung, welche Pfaff^ zuerst betrachtet bat, beifse Pfaffhche 
Gleichung. Es kommt nun zuerst darauf an, die allgemeinste Auflösung dieser 
Gleichung zu ermitteln. Da jede Auflösung um so allgemeiner ist, aus je 
weniger Integralen sie besteht, so haben wir also zu untersuchen, wie viel 
Integrale wenigstens gegeben sein müssen, um diese Gleichung zu erfüllen. 

Es sei 

(1.) X,dXi'\^X,dx2 + 'i^X^dx^ = ^Xdx = 

die gegebene Gleichung, wo die X Functionen der x sind, es seien ferner 
/i9 '29 ••• Ip^ ^1^ ^2^ ••• ^g beliebige Functionen der x, und p-^-g^^n. 
Nun werde die Unterscheidung der Differentiationazeicben d und d in der Art 
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eingefährt, dafs d dann zu nehmen ist, wenn die Veränderlichen so von 
einander abhängig betrachtet werden, wie es die Integralgleichungen der Glei- 
chung JSXäx = verlangen, d aber solche Differentiale andeutet, die als ganz 
unabhängig von einander betrachtet werden, fflr welche mithia die Zusammen- 
gehörigkeit der X nicht weiter in Betracht kommt, so dafs die Bedeutung des 
Zeichens ä genau mit der in der Variationsrechnung tibereinstimmt. Es ist 
dann identisch 

(2.) 2XSx = STdt^SUdu, 

wo die T und V durch die folgenden Gleichungen bestimmt sind: 

Damit nun die Gleichung JSXdx^=^(i erfOllt werde, mflssen alle diejenigen 
dt und du verschwinden, deren Coefficienten T, ü nicht identisch Null sind ; 
die entsprechenden / und u müssen also constant werden. Da wir aber die 
/ und u willkQrlich genommen haben, so können wir die Bedeutung dieser 
Buchstaben so bestimmen, dafs alle T=0 werden; denn wenn dies bei keiner 
Function der Fall sein sollte, so denken wir uns p = 0^ ist es bei einer der 
Fall, p = i u. s. w. Es finden also die p Gleichungen statt: 

(3.) :^J:|^==o, 

WO s die V^erthe 1, 2, .*. /i annimmt. Das System der Gleichungen (3.) 
ist mit (1.) identisch, man kann sich nämlich unter /i, Z,? ^-tp die unabhängigen 
Variablen denken. Die Integrale dieser Gleichungen (1.) oder (3.) sind aber 
tii, fi2, ... u^9 denn diese Functionen gleich Constanten gesetzt erfQllen sie. 

Um die Auflösung möglichst allgemein zu machen, mnfs die Anzahl 
der u möglichst klein sein. Aus der Gleichung (2.) folgt nun 

(4.) 2Xdx = SUdu 
oder 

(4-.) X. = ZUJ^. 

Solcher Gleichungen (4^) giebt es n, aus ihnen sollen die Variablen V, u 
im Ganzen 2^ bestimmt werden ; ist n gerade, so kann also q im Allgemeinen 
nicht kleiner als \n sein, denn im entgegengesetzten Falle würden nach der 
Elimination der f7und u noch Bedingungsgleichungen zwischen den JT stattfinden. 
Ist aber n ungerade, so dienen die Gleichungen (4''.) zunächst, um i(it-f^) 
Factoren 17^ zu bestimmen; da dann die Anzahl der Integrale u auch gleich 

40* 
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i(n-\-i)^ aber nur ^(^ — 1) Gleichungen öbrig sind, so ist eins der Integrale 
ganz wilkurlich zu nehmen. Man hat also identisch: 

(5.) ^XSx = U,Su,^ U:,^v,^...^ UJu,, 
(6.) 2 XSx = Ä J^) -|- £r, Ju, -j- ... f UJu,, 

1 

WO (p ganz willkärlich ist. Soll die Anzahl der Integrale U kleiner als n 
sein, so sind zwischen den X Bedingungsgleichungen zu erfollen. 

Es läfst sich nun leicht zeigen, dafs die unabhängigen Variablen / ganz 
willkürlich zu nehmen sind, ohne dafs sich die u ändern. Denke man sich 
nämlich n Gleichungen von der Gestalt: 

wo die u die obige Bedeutung haben, die t beliebig sind, so ist 

2XSx = -2'C<y/+-2'Ä(Jii, 
wo C und B sich leicht bestimmen lassen. Wegen Gleichung (4.) ist aber auch 

:sU(^u = 2:C(ii']-2B^u, 

was nur möglich ist, wenn ß, = 17, und alle C = sind. — 

§. 5. 
Integration der Pfaffschen Gleichung, wenn die Anzahl der Variablen gerade ist. 

Inlegriren wir jetzt die Gleichung (5.), in welcher die Anzahl der x 

gerade ist. Die Pfaffsche Erfindung besteht in der höchst glücklichen Wahl 

der an sich willkürlichen unabhängigen Variablen. Er setzt nämlich 

l7i=F.ai, 1/2= F. «2, . . . 17^= F. a., 

wo F allein die erste unabhängige Variable ti enthält, und die a ganz davon 

frei sind. Dies geschieht z. B., wenn man 

X. 1 . 1 i 1 

r=:— , «1 = 1, «2 = 7-9 «3 = 7-7-9 • • • «•. = 7-; — r 

setzt. Die Gleichung (5.) wird nun mit A^=y multiplicirt, und man hat, da 
alle a von fi unabhängig sind, 

(7.) 2AXdx = 2aSu 



und 



(8.) ^-4X-|f- = 0. 



Jede Function der x, die von /i anabhängig ist, also, wenn man t^ als unab- 
hängige Variable betrachtet, constant gedacht werden mufs, bildet ein Integral von 
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Gleichung (8.)- Integrale sind also: 02, a,, ... a^, ti|, ti^^ . . . u^, (da bei 
unserer Annahme ai=l war; bei anderen Anaahmen wären sämmtlivAe a 
Integrale, aber eins derselben eine Function der übrigen). 

Es soll nun unter d immer das Zeichen der Differentiation nach dem 
ersten der t, also hier nach t^ genommen, verstanden werden, während d und 
J ihre vorigen Paragraphen festgestellte Bedeutung behalten. Da der Ausdruck 
rechts in Gleichung (7.) t^ nicht enthalt, ist 8{2AXdx):=0^ und wegen 
Gleichling (8.), welche identisch wird, wenn man sich unter den x Functionen 
von ii denkt: d{:SAXdx)=0. Nun ist: 

d{2AXdx) = 2d{AX)dx-\-2AXddx 

= A2(fXdX'\'dA2:X8x-]-:sAX8Sx = A:sdXdx + :SAXd(fx = 0, 

da öASXdx wegen (8.) verschwindet. Ferner 

d{2:AXdx)^2AXddx-\-2d{AX)dx = 0. 

Durch Subtraction beider AusdrOcke erhält man: 

(9.) 2d{AX)dx = ASdXdx. 

Da die auf beiden Seiten in dx^^ dx^^ ... multiplicirten Theile einzeln unter 
einander gleich sind, so zerfällt diese Gleichung in 2n andere: 

(10.) mAX.)=^Ä2,^Bx,, 



d{AX,,) = ÄS,^dx„ 



wo die Samme rechts sich auf alle x erslreckt. Es ist aber 

mit Hfilfe dieser Gleichungen verwandeln sich die Gleichungen (10.) in 
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Dies ist die gewöhnliche Form. Es ist wichtig schon jetzt zu he* 
merken, dafs in diesen 2n Gleichungen A nur hIs Index im Sinne des §.3 
vorkommt — Integrale dieser Gleichungen sind die 2n — 1 Gröfsen cr^, a,, ... a.; 
tii, u^, ... ti« oder allgemeiner je 2it— 1 von einander unabhängige Fanctionen 
dieser Gröfsen. Zu dieser letzteren allgemeineren Gestall gelangt man durch 
wirkliche Integration der Gleichungen (il.)? und es kommt nun zur Bestimmung 
der Gröfsen u auf die Elimination der a an. Dies erfordert jedoch die Auf- 
lösung neuer Diiferentialgleichungen. 

Wenn /9i, ßi^ ... /92»-i die Integrale der Gleichungen (11.) sind, so 
ist identisch 

2AXdx ^ B.i^ß,^ B,dß, + ...^B,^M.^,, 
denn da die ß Functionen der a und u sind, mithin auch die a und u Functio- 
nen der ß, so nimmt die Gleichung 2AXSx = 2aSn diese Form an, wenn 
man B^:= JS^.a^-J^ setzt, die B sind von ^i, oder was dasselbe ist, von A 

Offs 

ganz frei. Die Gleichung (1.) des §.4 geht also Ober in 

(12.) 2Bdß = 0, 
wo die B nur Functionen der ß sind, also in eine Gleichung mit 2it— 1 Variablen; 
die allgemeine Lösung derselben erfordert nach §. 4 ein willkürliches Integral 
ti =:y(/3^,/:?2, ... /?2,._,), dazu wähle man ßi selbst, was unbeschadet der All- 
gemeinheit geschehen darf, da jedes Integral als eine willkOrlicbe Function 
eines beliebigen Systems anderer Integrale betrachtet werden kann, und setze 
demgemäfs Ui=^ßi einer Constanten gleich. In Gleichung (12.) reducirt sich 
dadurch die Anzahl der Variablen auf 2n— 2; die Lösung dieser Gleichung ge- 
schieht daher mittelst eines Systems von der Form (11.), in welchem jedoch die 
X, X durch die B^ ß, und n durch n— 1 zu ersetzen sind. Durch die Integration 
dieses Systems tritt dann eine Reduction auf 2n— 3 Variable ein, von welchen 
eine U2 = / constant genommen wird; dadurch erhält man eine Differential- 
gleichung mit 2n— 4 Variablen, u. s. f., bis man auf eine Gleichung mit ^wei 
Variablen kommt, deren Integral u^ sei. Alsdann sind fi|, t/j^ ... t#, die sämmt- 
lichen Integrale der Gleichung 2Xdx = 0; um sie zu finden, sind mitbin n 
Systeme von Differentialgleichungen bezOglich von den Ordnungen 2n, 2n— 2, ..- 
4, 2 aufzulösen. 

§• 6. 
Einführung der Hauptintegrale. 
Eine sehr elegante Form nimmt diese Auflösung durch Einfahrung der 
Hauptintegrale an. Setzt man nämlich in den Integralen der Gleichungen (ll.)i 
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d, b. in den Gröfsen ß, x^ = 0, und wird alsdann x, = jc*, , j:*3 = o?, . . . , so 
kann man die ß durch die Hauptintegrale x^^ x^^ ... ersetzen, und bat 

2AXÖX = 2KSx\ 
wo die K an die Stelle der B des vorigen Paragraphen treten, und dem- 
gemäfs nur Functionen der x' von A aber frei sind. Ist A der Werth von 
A für x^ = 0, so ist also identisch SAX'dx' = 2Kdx*, mithin 

(12^) JSAXdx = 2AX'dx\ 
Da X2 an die Stelle von ß^ tritt , so mufs u^ = x^ einer Constanten gleich 
gesetzt werden. Es ist dann die Gleichung JSX'dx' =^0^ welche (12.) 
entspricht, zu integriren, deren Variable x'^^ x'^^ ... X2» sind. Diese In- 
tegration fahrt auf ein System von 2n — 2 Gleichungen, welches (llOi 
genannt werden möge. Das System (ll.)i g^^t aus (11.) dadurch her- 
vor, dafs man die beiden ersten Gleichungen von (11.) fortläfst und in 
den übrigen x^ . . . x^n, X^ . . . X^n, A bezOglich durch x'^ . . . a^i«, 
X'^n . . Xin, A2 ersetzt. Das durch Elimination des Index A2 reducirte System 
(ll.)i, in welchem x'^ als die erste Variable angesehen wird, habe nun die 
Hauptintegrale x'^ . . . jtjI und der Werth von A^ fOr x'^=^0 sei ^2^ so hat 
man in derselben Weise wie oben die Transformation 2A2X^dx'=2A2X^*dx*\ 
Wird hierin x'i als erstes Integral genommen, so hat man die Gleichung 
JSX"dx" = zu integriren, deren Variable x'^ ... a?i', sind. Diese Inte- 
gration fahrt auf ein System von 2n — 4 Gleichungen, welches (11. )2 S^" 
nannt werde. Das System (ll.)? geht aus (ll.)i dadurch hervor, dafs man 
die beiden ersten Gleichungen von (ll.)i fortläfst und in den übrigen x^... X2„, 
XI .. . X2n, A2 bezaglich durch x'^ . . . X2n, X^ . . . Xj«, A^ ersetzt. Das 
durch Elimination von A^ reducirte System (11. )2 habe die Hauptintegrale 
x'c ...xiln n. s. f. In dieser Weise werden nach einander die Systeme (11.), 
(11.),, (ll.)2, .• (tl)»-i bezüglich von 2», 2» — 2, 2n — 4, ... 2 Dif- 
ferentialgleichungen aufgestellt. Die ersten Variablen dieser Systeme sind 
oTi, a?i, a-g, ... xl'^^i^ die ersten Hauptintegrale derselben a?i, ari', x'^\ ... x^l^, 
endlieh dielndices A, J,, J3, ... A^. Der Uebereinstimmung wegen schreibe 
man für den Index A des Systems (11.) Ji, so dafs A = Ai ist, und be- 
zeichne die Werthe, welche ^1, ^29 <^3 9 ••• A^ annehmen, wenn bezüglich 
a?!, a?i, a?5, ... arj^V gleich Null gesetzt werden, mit Ji, Ji, -^3, ... AI, 
dann ist nach Gleichung (12*.) 

2Xdx = 4^(X2'<Jar;+;i^'ja?;+...), 
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ferner JSX'dx' = 4^ (X^Jarl+Jr^" Jar;' + ...), 

u. s. w. Alle diese Umformungen zusammengenommen liefern die identische 

Gleichung.: 

(13.) ^Xi^x = 

Mittelst der Jncoitschen Methode, die n Systeme von Gleichungen, welche 
zu integriren sind, neben einander aufzustellen und abgesondert von einander 
zu integriren, gelingt es also auf diese Weise auch, den durch die Inlegration 
reducirten Werth von 2Xdx bequem darzustellen. Fflr die unabhängigen 
Variablen /i,/2, ... '„ kann man bei dieser Darstellung die Indices A^^A^.^.^A^ 

oder auch die Factoren -j^, ,' ' , ... ,'*"'" nehmen. — 

Einen noch gröfseren Yortheil gewährt diese Methode, wenn einige 
der Functionen X, etwa JT^+^^i, -X^^.p+29 ••• -Xi, sämmtlich gleich Null wer- 
den. Dann hat man, nachdem p Systeme Differentialgleichungen von der 
Form (11.) integrirt, und die Integrale xtq, ^4, ... ^2^2^ gewonnen sind, 
nach abermaliger Integration die Gleichung: 

(14.) K'd^^P+Kl^^iii+"'+^t^^nt = 

übrig. Da nun p—i Integrale gefunden sind, so sind noch n—p-^-i zu be- 
stimmen, und diese erhält man, wenn Xy,^, ^2p+i^--- ^i+p (an Anzahl n—p'\-i) 
gleich Constanten gesetzt werden, wodurch die Gleichung (14.) erfQllt wird. 

In diesem Falle sind also die Integrale der Gleichung JSXdx^=0 die 
folgenden: a:i, a?^, .,. ^2^2^ ^2*p, ^2p+M ••• ^i+V; man erspart die Auflösung 
von n— /i Systemen, welche bei der im vorigen Paragraphen gegebenen all- 
gemeinen Methode zu bilden wären, und erhält die identische Gleichung: 

(15.) 2Xda; = ^j- Xi dx', + ^Xi' «Tx;' + . ♦ . + ^^^-^^^ K-^^^V^ 

§. ?• 

Integration der Pfaffschen Gleichung bei einer ungeraden Anzahl von Variablen. 
Bei einer ungeraden Anzahl von Variablen hatten wir nach §.4 Olei- 
chung (6.): 

(16.) JSXdx = kd(p-\-2Udu. 



Digitized by 



Google 



Naianij über totale und partielle Differentialgleiehungen. 313 

Da die Anzahl der x hier 2n\\ ist, so ist die der u gleich n. Setzt man 
(p gleich einer Constanten a, und eliminirt mittelst der Gleichungen q> = a, 
d(p=:: JS-^Sx = eines der x und das entsprechende Sx, so ist die Giei- 
fihung (16.) auf den Fall einer Gleichung mit 2n Variablen, deren n Integrale 
u zu finden sind, zurflckgefflhrt. Es lassen sich auch hier die Hauptintegrale 
einfahren und durch diese die Gleichung (16.) transformiren. Statt x,.^! und 
<^^'2f.+i fähre man nämlich cp und ^(p ein, wie dies mittelst der Gleichungen 
(p(xi^X2^...x^^i) = (p, d(p = 2'^dx geschehen kann, dann wird: 

2XSx = ^VSx-^-kdtp, 
wo 

dg> 

'^ s -A« -A2„+i 5-- 9 A -A.2,^1 



d(p ' '•+' dtp 

9jr2ii+i ÖJr2n+i 

Der Ausdruck JSV^x kann in die Form der rechten Seite von Glei- 
chung (13.) gebracht werden. Sind V, . . . die Anfangswerthe der F, sind 
V", ... die Anfangswerthe der F' u. s. w., so kommt: 

(17.) :^:r(>ar = Acy(p+AFicya:;+^»^:<J^4 + ---+ 

Hier sind ^r^, or«, . . . or^^ die ersten Integrale der den Systemen (11.)? 
(11 Om ••• (llOn-i analog gebildeten Gleichungen, die aus jenen entstehen, 
wenn die X durch die V ersetzt werden, und wenn überdies die Variable 
•^2»+! durch die Gleichung q>=a eliminirt wird. In V, V, V", . . . sowie in 
den A und A ist dann a wieder durch ip zu ersetzen. 

Die den Systemen (11.), (ll.)i, ... analog gebildeten Gleichungen 
nehmen aber in diesem Falle eine symmetrische Form an, die fOr das Fol- 
gende von Wichtigkeit ist. Man hat nämlich nach §. 4 Gleichung (6.) identisch: 
2Xdx — ld(p = 2lJdu. Nimmt man nun, aus denselben Grflnden wie in 
§. 5, an, dafs die V die erste unabhängige Variable /^ nur in einem gemein- 
schaftlichen Factor -j enthalten, und setzt man Ak = fi, so kommt: 

j:AXdX'-nd(p = 2adu, 
wo die a von A unabhängig sind. Nun ergiebt sich wie in §. 5 : 
d{2:AXdx — fid(p} = Q, d{2AXdx — fid(p]=zO, 
da aber d9) = 0, (^d^ = 0, so ergeben diese Gleichungen: 
A2Xddx'\'2d{AX)dx-dfid(p = 
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und 

A2Xd^x-\'J£d{AX)dx = 0. 

Durch Subtraclion beider Gleichungen kommt: 

(18.) 2d{AX)dx — dfid(p = AJSdXdx. 

Mit Berflcksichtigung der Gleichung 2Xdx=^0^ und in gleicher Weise wie 
in §. 5, ergieht sich hieraus : 



(19.) e{ÄX,)-Bf.;I^^A2,^Bx 



^p 



oder 



Ix. SA = «/. -1^ + ^^X-^ - -|^)e-.. 



(20.) r"' "" ~ "^ öj^, -h^^PV öjr, ÖJTp 



d(p JL A^ ( ^^^ — ^^^' 

A und iU haben die Form von Indices. Zu diesen 2ii-f 1 Gleichungen 
kommt noch 

x^ax = 0, 

and nach Elimination von A und fi hat man 2n Gleicliungen mit 2n-{-l Variablen. 
Wegen q>=aiBi aber ein Integral derselben schon bekannt. Setzt man j*^=0, 
so erhalt man, in Verbindung mit (p^=^a^ die Hauptintegraie 0^2, 0^3, ... x^^; 
es wird dann: 

2AXdx = A{ld(p'{2Vdx)^(idtp-\^A2V'daf. 

Der Ausdruck SV^dx* enthalt 2» — 1 Variable; nimmt man x^ constant, so 
ist dann, zur Bestimmung der flbrigen, wieder von den Gleichungen der Form 
(11*) §• 5 auszugehen, oder, was dasselbe ist, von Gleichungen der Form (20.), 
in welchen nur die x, JT mit den x\ V zu vertauschen und d^ = zu 
setzen ist. 

§. 8. 

Bedingungen, unter welchen die Pfaffsche Gleichung durch weniger Integrale befriedigt 

wird, als sie im Allgemeinen erfordert. 

Fall einer geraden Anzahl von Variablen. Wir haben gesehen, dafs, 
wenn in der Gleichung 2Xdxs=^SVdu die Anzahl der x gleich 2it ist, Z^, 
d. h. die erste Veränderliche, nur als gemeinschaftlicher Factor der V vor- 
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kommt, mithio aafser den u auch die Verhfiltnisse -jr-^ -jj-^ . . . -— Integrale 
der Gleichungen (11.) sind. Die Anzahl der Gleichungen (11.) ist, nach 
Elimination von A, gleich 3ii— 1, also die Anzahl der Integrale gerade aus- 
reichend, wenn n die Anzahl der u ist. Ist aber die Anzahl der u, also der 
Integrale der Pfaffschen Gleichung, n^q, d. h. kleiner als n, so ist die An- 
zahl der Integrale der Gleichungen (11.) gleich 2n — 2^—1; so grofs ist 
nämlich dann die Anzahl der ti und der aus den U gebildeten Verhältnisse 
zusammengenommen. Hat aber ein System von 2n—i Gleichungen nur 
2n — 2g — 1 Integrale, so mtlssen, da sich durch deren Differentiation nur 
2n — 2q—i Gleichungen ergeben, 2q der gegebenen Gleichungen (11.) Folgen 
der äbrigen sein, und dies ist die Bedingung dafär, dafs die Gleichung 
2Xdx=0 nur » — y Integrale habe. 

DrQcken wir diese Bedingungen analytisch aus. Die Gleichungen (11.) 
kann man unter Einführung der Jtfco^fschen Bezeichnung 

dJCp oJCs 



^-1^ = (''>*) 



X,6A = A:E^{p,i)dXp, 
]X,BA = A2^(p,2)8x„ 

^Xt,dA = A:Ep{p,2n)dxj,, 



kürzer so schreiben : 

(21) 

und es ist: 

(P* ä) = — (*, />), {p, p) = 0. 
Damit nun in der That 2^ dieser Gleichungen aus den anderen folgen, mufs 

(22.) JT, = -S,<>X,, [P. r) = S^a^p {p, p) 
sein, wo r eine der Zahlen 2n, 2n— 1, ... 2«— 2y-f^ vorstellt, p jede Zahl 
von 1 bis 2n, wo die Summen sich auf die Werthe 1 bis 2n — 2g von q er- 
strecken, und wo die a als die unbekannten Gröfsen zu betrachten sind. 

Man hat also, für jeden Werth von r, 2»-fl Gleichungen, und wenn 
man aus denselben die a, an Anzahl 2n — 2^, eliminirt, so bleiben 29-f ^ 
Gleichungen flbrig. Da r aber 2g verschiedene Werthe haben kann, so erhält 
man im Ganzen 2^(2^4'^) Bedingungsgleichungen. 

In $.4 wurde gezeigt, dafs n Gleichungen mit n-j-p Variablen^ um 

n Integrale zu haben, ^npip — i) Bedingungsgleichungen erftlllen müssen. 

Setzt man bierin für n und p bezüglich 1 und 2n— 1, so wird diese Anzahl 

(2»— 1)(m— 1). Setzt man dagegen in der Formel 2g{2g'\'i)^ die wir oben 

erhielten, » — y=l, also 9 = 11 — 1, so erglebt sich 2(2n — l)(n— 1), also 

41* 
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das Doppelte der ersten Anzahl. Da aber diese beiden Zahlen öbereinstimmen 
mOssen, so ist es nothwendig, dafs in diesem besonderen Fall die ans den 
Gleichungen (22.) geschlossene Anzahl der Bedingnngsgleichungen sich auf die 
Hfilfte reducire. Dies gilt aber nicht blos fär den besonderen hier vorliegen- 
den Werth von q, sondern es Ififst sich ganz allgemein zeigen, dafs, was auch 
q sei, die Hälfte der 2q{2q-\'\) Bedingungsgleichnngen identisch wird, mithin 
nur q{2q'\'\) vorhanden sind. Denn nach der Elimination der a nehmen die 
Bedingungsgleichungen folgende Form an: 



(23.) 



(23-.) 



(M) 


(1,2) 


(1,3) 


. . . (!,«.) 


(l,r) 


(2,1) 

• 


(2,2) 


(2,3) 


.. . (2,u») 


(2,r) 

• 


(«'',' 1) 


(«^,'2) 


{w',Z) 


• 

. . . {w,w) 


{w,r) 


(t>,l) 


(«'>2) 


(r,3) 


. . . (p,ir) 


(P,»-) 


(1,1) 


(1,2) 


(1,3) 


.. . (!,«,) 


(l,»-) 


(2,1) 


(2,2) 

• 


(2,3) 


. . . (2,«,) 


(2,r) 

• 


("»^'l) 


{w,2) 


(w,^) 


• 

. . . {U},U>) 


iylr) 


X, 


X, 


X, 


. .. x^ 


X, 



= 0, 



= 0, 



wo r und v alle Zahlen von 2n— 2941 ^i^ 2m vorstellen, und w=^2n—2q ist. 
Von der zunächst anzustellenden Betrachtung bleiben die Gleichun- 
gen (23^) ausgeschlossen. Da jede der Zahlen r und v in (23.) 2q Werthe 
durchlauft, so stellt (23.) ein System von (2^)^ Gleichungen dar. Unter diesen 
sind 2qy in welchen r=r ist. In Berflcksichiigung der Gleichung (p,s)='-{s,p) 
wird in diesem Falle, da die Anzahl der Columnen von (23.) ungerade ist, 
durch Vertauschung der vertikalen Columnen mit den Horizontalreihen das Vor- 
zeichen der Determinante (23.) geändert, da aber bei einem solchen Ver- 
tauschen die Determinante unverändert bleibt, so ist dieselbe identisch Null, 
d. h. es werden 2q der Gleichungen (23.) identisch. In allen 4q^—2q äbrigen 
Gleichungen (23.) ist r von v verschieden, und in je zweien, die durch Ver- 
lauschung der Werthe von r und r aus einander entstehen, unterscheiden sich 
die linken Seiten aus den nämlichen Granden, die soeben angefahrt wnrden, 
nur durch das Zeichen. Als identisch ist daher die Hälfte dieser Gleichungen 
zu zählen, d. h. 2q'^—q. Die oben betrachteten 2q Gleichungen mitgerechnet, 
erhält man also 2q'^^q identische, und es bleiben mithin von der früher b.e- 
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rechneten Anzahl der 2q{2(i'\-^) Bedingungsgleichungen nur die Hälfte, d.h. 
y(2y-f 1) Bedingnngsgleichungen Obrig. 

Fall einer ungeraden Anzahl von Variablen, Es sei nun die Anzahl 
der X gleich 2ii-f 1. Bleibt das willkürliche Integral bestehen, so reducirt 
man vermittelst desselben die Anzahl der Veränderlichen um eine^ und es 
finden die obigen Betrachtungen statt. 

Soll aber das willkürliche Integral verschwinden, also die Gleichung 
JSXt/dr=0 durch n Integrale befriedigt werden, so ist in den Gleichungen (20.) 
^=0 zu setzen. Bezeichnen wir diesen besonderen Fall der Gleichungen (20.) 
mit (20^), so haben die Gleichungen (20^) ganz die Form der Gleichun- 
gen (11.)) von denen sie sich nur dadurch unterscheiden, dafs ihre Anzahl 
nicht 2n sondern 2n4-l ist. Nach Elimination von A bleiben von den Dif- 
ferentialgleichungen (20".) 2n übrig, die durch 2n— 1 Integrale befriedigt 
werden sollen, also mufs eine Differentialgleichung identisch sein. Die Be- 
dingung hierfür wird durch (22.) dargestellt, wenn man darin r = 2114-1 
setzt und die Summen auf alle Werthe von s von 1 bis 2it ausdehnt. Diese 
Form, die in Rede stehende Bedingung auszudrücken, läfst sich nnn wieder 
durch die Gleichungen (23.) und (23^) ersetzen, wenn in diesen Gleichungen 
tn = 2nj r = t7 = 2it4-l genommen wird, so dafs jedes der Systeme (23.) 
und (23^*.) nur eine einzige Gleichung darstellt. Aus den eben angeführten 
Gründen wird aber Gleichung (23.) identisch, so dars nur eine Bedingnngs- 
gleichung für diesen Fall übrig bleibt. 

Sollen aufser dem willkürlichen Integrale noch q andere, im Ganzen 
also ^-fl^ wegfallen, so haben die Gleichungen (20^) 2n—2q—\ Integrale, 
es werden von den Gleichungen (20''.) ^q-^X identisch; man erhält in Folge 
dessen wieder die Bedingungsgleichungen (22.), wenn man für r die Zahlen 
2ii — 29-fl bis 2ii-fl9 für p die Zahlen 1 bis 2ii4-1 setzt und die Summen 
von < = 1 bis /=:2n-{-l ausdehnt. Diese Gleichungen (22.) lassen sich 
wieder durch (23.) und (23^) ersetzen, wenn w=^2n — 2q und für r und 
V jede der Zahlen 2n — 2^4-^ ^^^ 2n4-l genommen wird. Die Anzahl der 
Bedingungsgleichungen ist demnach {2q'\-\){2q-\-2)^ von denen jedoch aus 
den oben angeführten Gründen die Hälfte identisch wird, so dafs im Ganzen 
(2^4- 1) (9+ 1) Obrig bleiben. 

Hat z. B. 2Xdx^=0vi\iT Wn Integral, so müssen die Gleichungen (23.) 
und (23".) die Bedingungen der Integrabilität ergeben, und die Anzahl der- 
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selben ist bei einer geraden Anzabl 2it der x: (n— l)(3it— 1), bei einer an- 
geroden Anzahl 2ii-|-l der x: n(2n — 1). 

§. 9. 

Vereinrachung der allgemeinen Methode zur Integration der Pfaffschen Gleichung, wenn 
sie den im vorigen Paragraphen entwickelten Bedingungen genügt. 

Da nach Fortfall der identischen Gleichungen und nach Elimination von 
A in beiden Fällen 2n—2q—i Differentialgleichungen (11.) oder (20°.) übrig 
bleiben, diese aber im ersten Falle 2n, im zweiten 2ri -f 1 Variable enthalten, 
so müssen, bei gegebenen 2n Variablen x, 2q derselben, bei gegebenen 2n-f 1 
Variablen j^*^ 29-|>1 derselben unabhängige Variable sein. Die Gleichungen 
(11.) oder (20^) sind dann nach der in $.3 gegebenen Methode aufzulösen. 
Sind Xi^ Xo^ ... x^ die unabhängigen Variablen, wo s bezüglich gleich 2q 
oder gleich 2^-f ^ ^^'9 ^^ ^^^ ^^° ^ Systeme von Differentialgleichungen mit 
2n^s-\-l Variablen zu integriren, und durch successives Einsetzen der Haupt- 
integrale für: 

0:1 = 0, il?|== J72==0, Xi = X2 = X^ = 0^ ... Xii=X2=X^=»*'^=X^ = 

erhält man schliefslich die Hauptintegrale ar^+i, x['l2^ ••• der Systeme (U.) 
oder (20".). Durch Einsetzen der Werlhe 0, 0, ... 0, x[%^ x^, ... für 
Xi^ X2^ ... ar,; ^,+1, a^^'^+a, ... verwandle sich nun A, -X,+i, -X,+2, ... in 
A^'^, JCi+i, -X,+29 •••; alsdann wird identisch: 

Die Summe rechts hat immer eine gerade Anzahl von Gliedern, nämlich 2n—2q, 
man kann also nach der in §. 6 gegebenen Methode fortfahren, die Reduction 
auszuführen. 

Die bereits geleistete Integration vertritt im Falle einer geraden An-* 
zahl von Variablen die Integration von q Systemen mit je 2n, 2fi — 2, ... 
2n — 2q'\-2 Variablen, welche im allgemeinen Falle auszuführen wäre. In 
unserem Falle waren dagegen 2q Systeme jedes mit 2» — 29-f 1 Variablen 
zu integriren, was also eine namhafte Vereinfachung in sich schliefst. Aehn- 
liebes findet bei einer ungeraden Anzahl von Variablen statt. 

Es ist klar, dafs diese Reduction auch dann einträte, wenn es sich bei 
irgend einer Aufgabe darum handelte, ein System von Gleichungen von der 
Form (11.) zu integriren, ohne dafs es auf die Integration der Gleichung 
2Xdxz=0 ankäme. 
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§. 10. 

Vortheile für die Integration der Pfaffschen Gleichongy wenn em Integral bekannt ist. 

Da man bei der Integration eines Systems von Differentialgleichungen 
in der Regel ein Integral nach dem andern findet, so fragt es sich, wie sich 
die Aufgabe vereinfacht, wenn ein Integral bekannt ist. Im Allgemeinen be- 
wirkt dies die Reduction des Systems um einen Grad. In unserem Falle aber 
ist der Vortheil ein grOfserer. — Ist die Anzahl der Variablen gerade und 
ein Integral bekannt, so kann dies immer als das erste betrachtet werden. 
Erinnert man sich an die früher erhaltene Gleichung 2AXdx=^JSadu und 
versteht unter Ui das bekannte Integral, so hat man: 

Dann folgt ganz wie in §. 7, wenn man an die Stelle der dort mit fi und (p 
bezeichneten Gröfsen a^ und u^ treten läfst, 

2d{AX)Sx^8a,du, = ASdXBx, 
und aus dieser Gleichung ergiebt sich ein System, welches die Form der 
Gleichungen (20.) hat, nämlich 

^24^ .X,dA = da,-I^^A2,{p,2)8x,, 

X,^8A = da,^^ + A:S^{p,2n)dx,. 

Mit Hälfe der Gleichung u^ = Const. und von zweien dieser 2n Gleichungen 
kann man t^, A, a^ bestimmen, und hat dann noch 2n — 2 Gleichungen 
übrig. Die Anzahl der Integrale derselben ist aber 2ii— 3, sie sind nämlich: 
«2, «a, ... w», und die Verhältnisse: -^, — ^, . .. — ^, (denn in derGlei- 

chung JSJJICJtr — «ic^iii = 02 Jtiji-f «3^1/3 -[•••• kann man sich ganz wie oben 
die erste unabhängige Veränderliche als gemeinschaftlichen Factor der o,, «3, ... 
denken). Es ist also unter den Differentialgleichungen eine identisch^ und es 
sind zwei unabhängige Variable in den Gleichungen (24) vorhanden. Dies 
ergiebt sich auch schon daraus, dafs der Definition der a zufolge ai von A 
unabhängig ist. 

Statt eines Systems von 2ii— 1 Gleichungen mit 2n Variablen, hat man 
al^o jetzt zwei Systeme von 2ii— 3 Gleichungen mit 2ii— 2 Variablen zu in- 
tegriren, um zu den Integralen von (24.) oder (11.) zu gelangen. Da nun 
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im allgemeinen Falle, wo ein beliebiges System von 2it Differentialgleichungen 
gegeben ist, erst die Kenntnifs von zwei Integralen das System auf 29i~3 
Gleichungen mit 2n— 2 Variablen reducirt, so kann man, wenn man davon 
absieht, dafs statt eines Systems in unserem Fall deren zwei zu integriren sind, 
wenn man also nur auf die Art des Problems, nicht auf die Anzahl der 
Systeme sieht, sagen, dafs bei den Pfaffschen Gleichungen die Kenntnifs eines 
Integrals die Aufgabe so reducire, wie im allgemeinen Falle die Kenntnifs 
von zweien. 

Da die Gleichungen (11.) 2ii— 1 Integrale erfordern, die Gleichun- 
gen (24.) aber nur 291—8 geben, zu welchen noch t/i kommt, so scheint ein 
Integral der Gleichungen (11.) zu fehlen. Dies ist jedoch cti selbst, denn Ci 
ist von A unabhängig; dies fehlende Integral hat die Form eines Index, wird 
also nach Auflösung der Gleichungen (24.) durch Quadratur gefunden. — 

Ist nun ein ferneres Integral der Gleichungen (24.), also ein solches, 
welches nicht mit t/i oder a^ zusammenfällt, bekannt, so kann dies für ti^ ge- 
nommen werden, da nach §. 5 das erste Integral jedes Systems ganz beliebig 
genommen werden konnte, dann ist: 

2 AXdx -- aidui — a2du2 = a^^U3'\-a^du^'\ [-«,(^11,, 

und ganz wie in §. 7 lassen sich dann die Gleichungen bilden : 



p' 



(25.) p ^^ = a«.|^+ö«,|^ + J^,(;,,2)ö^„ 
X,,8A = da,^^da,^-\-A2,{p,2n)dx, 



A, «1, «2 sind Indices; die Gleichungen reduciren sich mit Hfllfe der con- 
stauten Werthe von «i, i/j, nach Elimination von x^^ Xj, A, a^, ce^, auf 
2ii— 3 Gleichungen mit 2n— 2 Variablen; die Anzahl der Integrale ist aber 
2n— 5, mithin werden, wie dies bei der Unabhängigkeit der Gröfsen A, a^^ a^ 
von einander sich auch von selbst versteht, drei Variable unabhängig, nnd es 
sind drei Systeme von 2ii — 5 Gleichungen mit 2ii— 4 Variablen zu integriren. 
Ist im Allgemeinen von einem System von 2it — 3 Gleichungen ein Integral 
bekannt, so hat man noch 2ii — 4 Gleichungen, also vertritt auch diese In- 
tegration in dem oben erwähnten Sinne die Stelle von zweien. Anfser th 
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fehlt dann in den Gleichungen (25.) noch ein anderes Integral der Gleichun- 
gen (24.)^ und dies ist wieder der Index ccs. 

Ist von den Gleichungen (25.) wiederum ein Integral u^ bekannt, so 
erhält man Diflferentialgleichungen von der Form: 

(26.) X,8A = da,-l^^da,^ida,^+A:S,{p,s)dx,, 

es sind dann vier Systeme von 2n—7 Gleichungen mit 2ii— 6 Variablen zu 
integriren, u. s. f. Die in den Gleichungen (24.), (25.), (26.) u. s. w. nicht 
enthaltenen Integrale der Gleichungeft (11.) sind dielndices a^^ a,, a^. Sind 
alle u bekannt, so ergeben sich die Indices durch Diflferentiation , denn man 
hat AXp = ^CL-^ — , 2n Gleichungen, die in Beziehung auf die a linear sind 

und zu deren Bestimmung hinreichen. Sind aber nicht die noch übrigen u, 
sondern nur die Integrale der Gleichungen (26.) bekannt, so ergeben sich 
«1, «2 9 ^i nur durch Quadratur. 

Ist von dem System (26.) wieder ein Integral bekannt, von dem neu 
entstehenden wieder eins und so fort bis zum r*^"^ so erhalt man Gleichungen 
von der Form: 

(27.) X^dA = :S^8a^^i^A:Sp{p,s)dXp, 

wo für p und s alle Zahlen von 1 bis 2n, für g alle von 1 bis r zu setzen 
sind. Ist diese Gleichung (27.) integrirt, und sind Fz^^.!, Fj^+ji ••• ^2» 'hr® 
Integrale, so hat man: 

Sind die a, u und V bekannt, so sind es auch die b, und man behandelt die 
Gleichung JSbdV=0 ganz nach der in §.5 angegebenen Art. 

§. 11. 

Vortheile für die Integration, wenn gleichzeitig zwei oder mehrere Integrale 

gegeben sind. 

Sind zwei Integrale der Gleichungen (11.) gleichzeitig gegeben, und 
ist eins derselben 1/2 zugleich ein Integral der Gleichungen (24.) oder, was 
dasselbe ist, ein Integral der Gleichung 2Xdx = 0, denn das erste Integral 
jedes Systems kann auch als ein Integral der letzteren Gleichung betrachtet 
werden^ so würde mit denselben ganz wie im vorigen Paragraphen zu operiren 
sein, mithin durch diese zwei Integrale die Aufgabe so reducirt werden, wie 
im allgemeinen Falle durch vier Integrale. Im Allgemeinen ist nun «2 eine 
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FttDdton von tri, ai und einem beliebigen Systeme von Integralen der Glei- 
chungen (24.). Es kann aber ti| vermittelst der Gleichung tii = Const. 
eiiminirt werden. Ist auch Oi in «2 nicht enthalten, so ist letzteres ein In- 
tegral von (24.). Die Bedingung für dies Nichtenthaltensein ist : {^^J = 0. 

Setzen wir nun in den Gleichungen (24.) die Indices A und a^ als unab- 
hängige Variable, so verwandeln sich die Gleichungen (24.) in zwei Systeme 
von der Form : 

Das erste System ist identisch mit dem System (11.), wird also jedenfalls «2 
zum Integral haben, aus dem zweiten kann man die Differentialquotienten: 

(|fL), (-|^), . . . (^) berechnen und in die Gleichung 

\da,y ~ ' dxr da, 

einsetzen; man erhält dann: 

fdu^\ _ J_^ Q du, du^ 
\da,J~ A ''''• ^P^"" dxp dxr ' 

WO die Q leicht zu bestimmende Functionen der Gröfsen {p^s) sind. Die 
Bedingungsgleichung daför, dafs 1/1 und f/2 wirklich die angefahrte Reduction 
bewirken, ist 

^P-^-^P'^ dXp dXr "' 

Sind gleichzeitig drei Integrale «i, tia, ^3 gegeben, so wird das Pro- 
blem so reducirt, als wären im allgemeinen Falle sechs Integrale bekannt, wenn 

(15-)=*' (i^)=(i?-)='' '"• "" *"'""'"'« ^r ^' *« "'"" 

vorkommen, sind durch die Gleichungen (25.) gegeben, welche man schreiben 
kann: 

Sind n Integrale gegeben, welche die Gleichungen: (-^^} = 0, 
sind dies die n Integrale der Gleichung SXdx=:0. Die dann noch feh- 
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lenden Integrale der Gleichangen (11.) sind die a, und diese lassen sich aus 
den Gleichungen: SAX-^ — = « , bestimmen. 

Sind aber nur p Integrale u bekannt, so ergeben sich die aj, O29 ••• ct^ 
aus den Gleichungen (27.) durch Quadratur unter Anwendung des §. 3. — 

Kommen wir nun wieder auf den Fall, wo zwei Integrale gleichzeitig 
gegeben sind, zurück, und nehmen wir an, es sei der Ausdruck: 

\S^/ ~ A ^'" ^"'^ dXp djTr 

nicht gleich Null, so ist, da H2 und ax Integrale der Gleichungen (11.) sind, 
jedenfalls (-^} ein neues Integral, denn ti, ist irgend eine Fanction von 
den Hauptintegralen der Gleichungen (24.) und aufserdem von cxj; die- 
selbe Form mufs dann natürlich auch (-^^} haben, also ein Integral der 

Gleichung (11.) sein. Um dies Integral bestimmen zu können, mufs je- 
doch der erste Index A bekannt sein. Nehmen wir an, A sei in der That 
bekannt, so können drei Fälle eintreten. Entweder es ist Q^J identisch 
einer Conslanten gleich, also U2=cai, dann kann dies Integral nur dazu 
dienen, den einen Index «j ohne Quadratur zu bestimmen; oder es ist (y^} 

einer Function ^(Wq) von ti, gleich, also gx== / !** , dann ist der Vortheü 

noch geringer, er besteht nur darin, dafs die Quadratur, welche Oi bestimmt, 
sich gleich anfänglich, ohne dafs die Integration der Gleichungen (24.) voll- 
endet ist, machen läfst ; oder endlich es ist (-0^) weder der Null noch einer 

Constanten noch einer Function von u^ identisch gleich , sondern (-^J =- ^ 
ist ein neues Integral dann Ififst sich mit v wie oben mit u^ verfahren. 

Ist nämlich (^Jt=0, seist r, wie vorher tt^, zurRednction des Pro- 

blems zu gebrauchen ; ist (3^} gleich einer von Null verschiedenen Constanten 

oder gleich einer Function von v allein, so ergiebt sieb nur a^ daraus ; ist (^) 
eine FencHon von tis oder von u, und p, so geben die beiden Gleicbongen 
(1^)=,;, {^) = (p{v,,p), welche auf die Gleichung: ^ = ^tlliiiJ!) m. 

röckkommen, ein Integral tpiu^^v)^ welches von a^ unabhängig ist, mithin zur 
Reduction dient, aufserdem ergiebt sich Oi selbst durch Quadratur; ist endlich 
{-^j eine auf u^ und r nicht zurOckföhrbare Function w der x, so ist w 

42 ♦ 
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ein drittes Integral, und es ist nun der Ausdruck C^j zu untersuchen, für 
welchen wieder dieselben Fälle zu unterscheiden sind. 

Ist ins Besondere [^ — J eine Function von 1/29 t'^ t^> so geben die 

Gleichungen ^^j=t?, (^ — jz=w, (^)= 9(^2, r, ti;) zwei von cfj un- 
abhängige Integrale, und aurserdem die Bestimmung von ax durch Quadratur. 
Eins der unabhängigen Integrale wäre für die Reduction brauchbar, für das 
andere, welches ts sei, käme es auf die Untersuchung des Ausdruckes (^-^ — ^ an. 
Findet man nun durch die Gleichungen 

(1^:)=^' (-^)='^' (1^)=«''' "•'•^- 

immer neue Functionen, und ist keine von diesen der Null oder einer Con- 
stanten, noch einer Function von ti2, v, w, w*, . . . identisch gleich, so ge- 
lingt es immer neue Integrale zu finden; und kann man dies (2it->l)mal fort- 
setzen, so hat man alle Integrale der Gleichungen (11.) mittelst der zwei 
gegebenen tii, Hj. 

FQr drei gegebene Integrale lassen sich leicht ähnliche SchlQsse machen. 

§. 12. 

Zusammenfassung der gefundenen Resultate. 

Wenn wir das in §§. 4 bis 11 Gesagte nochmals zusammenfassen, so 
haben wir folgende Ergebnisse: 

I. Die Gleichung 2Xdx=^Q hat, je nachdem die Anzahl der Variablen 
2n oder 2n-\^\ ist, n oder n-fl Integrale. Im letzteren Falle ist darunter 
ein willkflrliches (§.4); wenn mit Hfilfe desselben eine Variable eliroimrt 
wird, ist die Aufgabe auf den ersten Fall zurOckgefOhrt. 

II. Die Bestimmung dieser Integrale führt zu n Systemen von Dif- 
ferentialgleichungen mit bezuglich 2n, 2it— 2, ... 6, 4, 2 Variablen, (§. 5, (11.)} 
von denen bei 2n-{-l gegebenen Variablen das erste die Form in (20.) §. 7, 
annimmt. Fallen jedoch in der Gleichung 2Xdx = von den Functionen X 
n—p aus, so hat man nur p Systeme von Differentialgleichungen zu integriren 
(§.6, Schlufs); fallen ins Besondere n— 1 von den Functionen JT aus, so 
dafs die vorgelegte Gleichung sich auf Xidxi'\-X2dx2-\'^'*'\-X^^ida:^^i=^0 
zusammenzieht, wo die X Functionen von ^1, 2^2, x^^ ... Xi^ sind, so ist 
nur ein System zu integriren. 
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III. Soll die Gleichling 2Xdx = weniger Integrale haben als be- 
zQglicb n oder it-f-l? so müssen bei 2it Variablen ^(S^-fl) Bedingungsglei- 
changen, bei 2ii-fl Variablen (9*{~^)('^9'f Bedingungsgleichungen erfüllt 
werden, damit die Anzahl der Integrale n — q sei (§.8), dabei tritt eine 
Reduction der zu integrirenden Gleichungssysteme ein, derart, dafs man statt 
q Systeme mit bezüglich 2n, 2n — 2, ... 2ii — 2y-f 2 Variablen 2q Systeme 
jedes mit 2n — 2q'\^\ Variablen zu integriren hatte (§.9). 

IV. Besondere Vortheile ergeben sich bei Auflösung der Gleichun- 
gen (11.), wenn man ein Integral derselben kennt. Dadurch wird die Auf- 
gabe auf zwei Systeme von 2it— 3 Gleichungen mit 2n—2 Variablen reducirt. 
Ist auch von diesen ein Integral bekannt, so sind alsdann drei Systeme von 
2n—b Gleichungen mit 2n— 4 Variablen zu integriren. Ist auch von diesen 
ein Integral bekannt, von den neu entstehenden wieder eins und so fort, und 
sind so im Ganzen p Integrale bekannt, so hat man dann noch p-^l Systeme 
von 2n — 2p—i Gleichungen mit 2n — 2p Variablen zu integriren, und die 
Gleichung 2Xdx = ist auf diese Weise so reducirt, als hätte man die p 
ersten Systeme der Gleichungen (11.) bereits integrirt (§.10). Man kann 
dies auch so ausdrücken: Jede Integration vereinfacht die Aufgabe, abgesehen 
von der Anzahl der zu integrirenden Systeme, so, als wären zwei Integrale 
im allgemeinen Falle der Auflösung von DiiFerentialgleichungen gefunden. An 
der Stelle der ersparten Integrationen sind Quadraturen auszuführen. 

V. Sind zwei, drei oder mehr Integrale gleichzeitig gegeben, so sind 
gewisse leicht aufzustellende Bedingungsgleichungen zu erfüllen, damit diese 
2, 3 . . . Integrale die Aufgabe so reduciren, wie im Allgemeinen 4, 6 . . . 
Integrale (§. 11). Werden diese Bedingungsgleichungen nicht erfüllt, so lassen 
sich andere Vortheile ziehen. Unter Umständen sind zwei Integrale und ein 
Index hinreichend, um das Problem vollständig zu lösen. — 

Diese Uebersicht wird zum bessern Verständnifs des folgenden Para- 
graphen dienlich sein. 

$. 13. 

Anwendung auf die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Es sei jetzt 

/ dz dz dz \ 

eine beliebige partielle Differentialgleichung erster Ordnung, so kann man dafür 
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das System setzen: 

und 

dz dz dz 

Diese letzteren Gleichungen sind identisch mit der nenen: 

dz—pidxi — P2äx2 • — p^dr^ = 0, 

wo zwischen z nnd den x nnd p die Bedingungsgleichnng q> = a stattfindet. 
Diese Gleichung stimmt mit der Gleichung SSXdx = Oberein, wenn man 
statt der x setzt: «, a:,,jr2,...ar,; |>j,|>2, .../»., statt der JT aber : i^—Pi^—Pi', 
... —Pn^ 0, 0, ... 0; die Anzahl der Variablen ist nSmIich 2n'\-i^ von den 
X sind dann it— 1 gleich Null. Eine Variable kann man mittelst der Gleichung 
(p=za eliminiren, oder auch diese Gleichung als das willkflrliche Integral be- 
trachten, welches im Fall von 2ii-f 1 Variablen immer auftritt. Den letzteren 
Weg wollen wir einschlagen, die Gleichungen (19.J oder (20.) geben dann: 

(28.) p,dA-{dX^=-Adp., 8Xp^=Adx,, — ÖJ + 5A-^ = 0. 

3Iittelst der letzten Gleichung kann man dA eliminiren, und hat: 

(88-.) Sa(^+,.^)=_J«,., Bl^^^Aox.. 

wozu noch die Gleichung 

8z = JSpdx 

kommt. Da nun in diesem Fall n—\ der Functionen X gleich Null sind, so 

ist hier nur ein System von Differentialgleichungen (28.) oder (28^.) za in- 

tegriren (§.12, IL). Sind, fQr ar=0, x[^ x^^ ... x'^, /?',, pi, ...p^^ die Haupt* 

integrale desselben nnd A' der Werth von A, so ist 

dz — p,dx^ pjx, = —-j-ip[3x[-\'P2dx^'\-'"'\'pJxl). 

Die Integrale der Gleichungen (28.) sind aufser x'i^ ... xl noch /'U /'s? • • v/'l-i« 
Was über die Vortheile, welche die Kenntnifs eines Integrals ge- 
wahrt, gesagt worden ist, gilt hier unverändert. Sind gleichzeitig zwei In- 
tegrale gegeben, so nimmt indessen der Ausdruck (-^} eine besonders ein- 
fache Gestalt an. Wie in §.10 beweist man nämlich die Gleichungen: 

(man erhält dieselben, wenn man die Gleichungen entwickelt, welche sich aus 
der Kenntnifs des Integrals Ui ergeben §. 10, (24.), und l und a, als nnab- 
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bdngige Variable betrachtet}. Da nun: 

V ^a^ / dz ^da^y ^ ' ds» \ öo, / ' * dp, ^ 5«, / 

ist, und da sich 

(dx,\_ 1 du, f^'S— 1 f du, , „ du,\ 

\da,)—Adp,^ \da,J~ A \dx, "i ''' dz /' 

ergiebt, so kommt: 

w (^) = T^.(^(fe+''.^)-|r(l^+''-^))' 

und das Griterium dafür, dafs tii, u^ die Aufgabe so reduciren wie vier In- 
tegrale, wird: 

Belracbten wir ins Besondere eine partielle Differentialgleichung, in 
welcher z selbst nicht vorkommt, sondern nur dessen Differentiale, so dafs ip 
von z unabhängig ist, alsdann wird wegen der letzten Gleichung (28.) A 
constant; denkt man sich daher in den Gleichungen (28^) l durch AX ersetzt, 
so nehmen dieselben die Form an: 

(30.) (%-) = -^, (^)=-^- 

Mittelst 9 = a Idfst sich eine Variable eliminiren; z ist in den Gleichungen (30.) 
nicht vorhanden, also reducirt sich das System (28^) um eine Ordnung. 
Schliefslich ist dann z gegeben durch die Gleichung 

so dafs, wenn nach der Integration des Systems (30.) die x und p als Functionen 
von X bestimmt sind, ^^^^Jp^-^-dX wird, die Variable z mitbin als Index 
des Systems vorkommt. Sind tii und t/s wieder zwei gleichzeitig gegebene 
Integrale, so wird: 

/ 5«» \ __ ^ ( du, du^ _ 5fi, du, \ 

\ da^ ) *^ ö/Iä dx^ dpg dxs /' 

(Es ist dies der von Poisson bei einer anderen Gelegenheit benutzte, von 
Jacobi fflr die Integration der mechanischen Gleichungen angewandte Ausdruck.) 
Dieser Ausdruck enthält den Index A nicht, es ist dies also der einzige Fall, 
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wo alle die Schlüsse, welche sich fOr die Integration der Gleichungen ergaben, 

wenn (-^) nicht gleich Null ist, sich immer machen lassen, ohne dafs man noch 

einen Index A zu kennen braucht. In dem vorliegenden Falle ist A = A, 
da A constant ist; sind x\^ x^^ • • ^1j p'i^ f's^ • • • p'n die Hauptintegrale für 
:2==0, so wird also identisch: 

dz -- pydx^ — P^dx^ Pn^^n = —p'ldx'i—p^dx^ Pn^x'n. 

Die Auflösung der Gleichungen (30.) oder die Auflösung einer partiellen 
Differentialgleichung, welche die unabhängige Variable z nicht selbst enthält, 

löst also auch die Aufgabe, den Ausdruck 3z —pidxy—p^dx^ •— /?«<Jjr,, 

wo die p und x durch Gleichung q)=^a verbunden sind, in einen anderen 
von derselben Form zu verwandeln, — p'^öxi — p^dx^ — • — p'n^xl, der ein 
Glied weniger hat, und wo die Functionen p'^ x' von den p, x und von z ab- 
hängig sind. Auf diese Transformation aber sind die Aufgaben der Variations- 
rechnung zuräckzufQhren. 

Berlin, im Januar 1860. 
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Memoire sur la theorie de P^lasticit^ des corps 
homogenes ä elasticite constante. 

(Par M. L. Lorenz ä Copenbague.) 



i^ous designons par N^^ iVj, A3 et 3\, T2, T3 les composantes 
normales et tangentielles, rapportees a Tunite de surface, de la force elastique 
exercee sur ies trois plans perpendiculaires anx coordonnees rectangulaires 
X, y el z; par u, v, w les projections sur les axes coordonnes du deplacement 
d'un point materiel {^jy,z)\ par q la densite du milieu; par X, Y, Z les com- 
posantes des forces acceleratrices qui pourraient agir sur Telement de la masse. 

Les equations qui servent comme point de depart dans les problemes 
que je me propose de resoudre, donnent pour les forces elastiques les valeurs 









r.=^(^+ 



du \ 

dv \ 
dxJ' 



dans lesquelles l ei fi sont des constantes, et c. a. d. la dilatation est 
exprimee par: 

e = 



du I dv 



dx ' dy 
De ces six equations on deduit, en mettant 



du) 
dz 



d* , if 



dx' ' dy* 
dans le cas de requilibre d'elasticite : 

fiA^u -f pX = 0, 



(H^)-^ 



dd 






dz 



Joiunal fSr Mathemfttik Bd.LVni. Heft 4. 
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et dans le cas du mouvement: 

1. 

Elimination des forces acceieratrices. 

Les fonctioQs u, v, w se composent de deux especes de termes, dont 
les uns, que nous designerons par u^^^ To, Wq fönt disparallre les composantes 
des forces acceieratrices X, Y, Z; les autres forment les integrales generales 
des equations (1.) et (2.) 9 ces forces etant nuUes. Nous ferons donc voir 
que Ton pourra toujours delerminer les fonctions Uo) t?u9 ^^^ les X^ F, Z 
etant des fonctions connues quelconques, et pour generaliser le probleme nous 
supposons que ces forces sont aussi des fonctions du temps t, ce que nous 
designerons en ajoutant un t sous le signe de ces fonctions. 

En effectuant les differentiations, on verifie aisement reqoation 

(3.) «^A'I^-±^=^!i__^, 

oü a est une constante, (p{t) une fonction quelconque ie t, a, ß, y, et r 
egal a ^(x^ayi^{y-ßf+{z-yy. 
Gela pose considerons Tintegrale 



.±^, 



ß 

daa designant Teläment de voIume dadßdy et Tintegration se rapportant a un 
espace quelconque. En appliquant a cette integrale les deux Operations -^ 
et A^ on trouve 

Hais requation 
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n'est exacte que dans le cas oü ie point (x,y,z) se troave en dehors des 
limites de rintegration relative a a, ß, y. Dans Ie cas contraire il existe des 
elements infinis soas Tinlegrale, r poQvant s'evanouir, et la differentiation soas 
Tintegrale cesse d'ötre permise. On tronve aisement la modification que 
requation (3^) sobit alors en considerant Pintegrale 

L'expression sous celte integrale ne devient plus infinie lorsque r 8*evanouit. 
On a donc 

pour Tun et Pautre des deux cas distingues ci-dessus; et comme A^ — qui 
dans la seconde parlie de cette eqnation se trouve sous Tintegrale est iden- 
tiquement nul, on a 

(3-.) A/rfg^^*^';"^^ =/rfa,A-I^!zi^+A/rfeDJ^> 

equation exacte pour des valeurs quelconqnes de x, y, z. 

Si maintenant on multiplie (3"".) par la constante i^, qu'on en deduise 
(3^) et qn'on se serve de Tequation (3.) et du resuitat connu: 

Ay^cg ^^^^^^^^^^ = -4n<p{t,x,y,z) ou =0 

suivant que (x, y, z) se trouve ou ne se trouve pas entre les limites de Pin- 
tegration, on parvient a Pequation 

(4.) i^AydW— ^ 1 

= -jp^JdSi j: ina'tpit, x, y, z), 

le point {x, y, z) etant situe entre les limites de Pintegration. 

Designons par X2{t)^ ^2(^)9 ^2(/) les fonclions qui satisfont aux 
equations 

A'X,it) = Xit), A'r,(0=F(0, A*Z,(/) = Z(/), 
par Aiit), B^{t)^ CiC) des fonctions correspondantes ä celles-ci, x, y, e 

43» 
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etant remplaces per a, ß, y, et posons, pour abreger, 

* ~ 4nßV r \_ da + dß + dy J' 

*' — 4nw*J r \_ dy dß ^J' 

into^J r \^ da dy J' 



JV = 



ou 



? Q 

Les Hmites des integrales sont les limites du corps elasUque, et les derivees 
partielles par rapport k a, (i, y sont prises, en conservant r constant. 
On trouvera donc que les yaleurs 

dV , dJS dM 



(5.) 



u>.t = 



ds * dy dz ^ 

d¥ . dL dN 

dy T rfs rfx ' 

d¥ , dM dL 



dz ' dx dy 

satisfont aux equations (2.). La premiere equalion (2.)) par exemple, en y 
substitnant ces valeurs de «u^ fui t^'o« deviendra 

iMais, d'apres requation (4.), on a 

dt* dar ' dz ^ 

et notre eqaation se redait donc a requation identique 
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Ainsi la premiere des equations (2.) est verifiee et les deux autres peuvent 
Tdtre de la mdme maniere. 

Le probleine de relimination des forces acceleratrices etant donc com- 
pletement resolu, nous ferons dorenavant abstraction de ces forces. 

2. 

Des mouvements d'un corps elastique illimit^ qui sont prodails par les mouvements 

dans un plan. 

Avant d'entrer dans la qnestion dont il s^agit nous ferons quelques re- 
marques mathematiques d'une grande importance dans la tbeorie de Telasticite. 

Une fonction finie de plusieurs variables f{x^^X2^Xi^..,x„^i) peut 
dtre exprimee par une integrale definie de la maniere suivante: 

(6.) f{Xi,X2,...x^,) 

oü 

r = |/(j?i — ai)'+(^2 — «2)'+-+(^. — «-)'• 
Dans celte formule les limites de Tintegration sont arbitraires et assujetties ä 
la seule condition quo les valeurs ai = Xi^ 02 = X2^ •.. «,_x=^i.-i y soient 
comprises. Cette condition sera donc toujours remplie, si cbacune des it— 1 
integrations est faite entre les limites —00 et -f 00. De plus la difference 
x^ — a^ est supposee dtre positive avant d'dtre nulle. 

On verifie cette equation en considerant que, x^ etant ögal ä a^, tous 
les Clements de Tintegrale s'evanouissent, excepte ceux pour lesquels r est 
egal ä zero, d'oü Xi = ai^ a?2 = «2, ... ^«_i = a«-i9 

et en se servant du resultat connu d'apres lequel Tintegrale 

— « —00 — » 

qui se transforme en 

^00 •••90 —00 

par les substilutions a^ — x^^ ^^ (ar, — «.), .... a..^ — x^, = §^_^ {x, — a J est 
6gale ä jj (Jacobi de transform. integr. mult. , vol. 12, pag. 60 de ce Journal, 
oü riotegrale dont il s'agit est designee par 2"''jS^). 
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II est bon d'observer qne Texpression comprise entre les crocbets (6.) 
satisfait a I'equation aax differences partielles 



dx] i dxl ^ ' dxi 
Une fonction de deux variables f{x, y) sera donc exprimee par 

ou 

le point {x, y) etant situe entre les limites de rintegration relative a a, ß, et 
z — y etant sappose positif avant d'ötre Dul. 

L'expression comprise entre les crocbets satisfait a reqnation differentielie 
A^ = 0, et eile exprime Tattraction que d'apres la loi iV^u^tonienne od plan 
exerce sur un point dans la direction de la normale du plan, la masse d'nn 
element eiBul f{a, ß) da dß, et Tattraction exercee par Tunite de masse dans 
Tunite de distance etant egale a Tnnite. La formule (7.) equivaut donc ä 
Tenonce, que Tattraction que le plan exerce sur un point infiniment rapproche^ 
dans la direction de la normale, est egale a 2nf{x,y)^ c'est-ä«-dire, ä la 
masse de Telement-plan dxdy divisee par -^dxdy. Supposons qu'il s'aglsse 
de satisfaire ä requation differentielie 

a etant une constante et que la fonction F soit en outre determinee par la 
condilion que pour un plan arbitrairement limite dans lequel nous plapons le 
plan coordonne {y,z) et pour des valeurs quelconques du temps / eile se 
reduise a une fonction donnee de y, z et t, de sorte que Ton ait: 

cela pose le monvement sera determine dans tont Tespace du cöte positif du 
plan coordonne {y,si) par requation 






(8.) 

yfx^^(y-ßf+(z-r)% 
les limites de Fintegrale etant celles du plan donne. Cette expression satts- 
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fera a requation differentielle et, pour ;r = 0, on aara 

d'ou, apres la formule (7.)t 

ce qui est la condition donnee. 

Nous sommes donc en etat de resoudre, par la methode indiquee, un 
Probleme, que Ton n'a resolu jusqu'ici que d'ane maniere inexacte et incom- 
plete fDoyennant le principe de Huyghens. 

LMntegrale F nous fait voir que le mouvement peut ötre considere 
comme parlant de cbaqae element-plan dßdy avec une vitesse constante, 
egale a a. 

Fassons maintenant aux trois equations (2.) da mouvement, en faisant 
abstraction des forces acceleratrices. En les ajoutant, apres les avoir re- 
spectivement differentiees par rapport k w, y ei\ z, on obtient, eomme on sait, 

par consequent y ' ^ = i2 est la vitesse avec laquelle chaque condensation 

ou dilatation se propage dans le corps elastique. 

Far reliminaiion de 6 on deduit des Equations (2.) le resultat 

/ do dw 



dz 
dw 


dy 
du 


dx 
du 


dz 
dv 


dy 


dx 



II y a donc une autre espece de mouvement, qui se propage avec la vitesse 
Ponr la premiere espece de mouvement, il faut avoir 9> = 0, et par la 

L^antre fera 
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(10.) ! d'oü 



^ du , dv , dw ^ 



f 2A2 <'*«« 2A2 ^*^ 2A2 ^^ 

Designons roaintenaot par u, v, w les projections des deplacements , qni de- 
pendeift de cw; par u\ t>\ uf Celles qui dependent de ß; par 17, F, IF la 
somme de ces deux, et introduisons les noavelles fonctions: 

Nous verrons, qae Ton poorra determiner les mouvements d'un corps 
elastiqae ittimite, si Ton connait, dans le plan coordonne (y, s), Ott ta prestion 
normale et les deplacements tat^entieis, ou ies presnons lamgenÜeUes et 
le deplaeetnent normal. Dans le premer cas noas posons 



d'oü 



_dX_d¥_ ,_ d¥' 

dx dz * dz ^ 



^ ^ -!?■ *fL* +-J5r + -rfrJ = -3?--5r' 
Ces valears satisfont aux equations generales du mouvement (9.) et (10.)) et, 
poar X egal ä zero, on obtient 

IdF^ dx} —IdxJ — 72T^^''5^'*^ W~l — ^ — + — di — J' 



Digitized by 



Google 



Lorenz, $ur lea corps ä elasUdi^ constanie. 337 

Les fonctions (p, tp el x seront donc determiDees par les foDctions 
l^T^ [F]^ et [W]^. Si Ton conna«, aa lieu de [^J^\ la pression 
normale L^i]*^\ on aara 

eqaation par laqaelle la fonction <p est determinee. 

Cependant, nous n'avons pas fait attention a la fonction arbitraire qui 
doit entrer dans les valenrs des composantes. Ces vaieurs arbitraires de u, v, w, 
quMi fant ajouter aux valears trouvees, seront 



-= ^-f>AI^^^^ 



-Wwß^ß^T 5r ' 



«' = -L- ä^ß^ßr f-— 



^^>A^^^^^^ 



w = 



2;r äFdpß^J^ r 



+ -25- -^J^^J^ T Iß ^ 



on les derivees partielles par rapport k ß e\ y sont prises en conservant r 
constant. On voit qne ces vaieurs feront 

En integrant par partie et designant les limites Ae ß e\ y par ß^^ ßi et /o, /i, 
on pourra mettre les expressions sous cette autre forme 
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u = 

(12.) 

\v = 

w 






2tt 
i d 



2n dje 



Dans le deuxieme cas, si Ton connait dans le plan coordonne (y^sr) les 
pressions tangentielles et le deplacement normal; il faut poser 



(13.) 



d'oü 



dQ> d? 
dx dx^ 


** dx' 




*'- ^ dy^ 


. rfF' 

«^ rfr' 




„rfF 
"^ ^ dz^ 


, rfF' 
"'-rf.' 




^^F--n^r 


rfX 1 rf»F 

"T" rfz «• rf<» ' 




A«F' -•K*'4- 


'^'4.'^!- L 


rf*F' 



Les fonctions (p, y^ e\ x seront donc determinees par 

Or, les pressions tangentielles 
etant connues, on trouvera 
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Les valeurs arbitraires des composantes qu'il faut ajouter a ces valeurs, seront 
les derivees par rapport ä x des valenrs arbitraires trouvees ci-dessus (12.). 

Diffra cti o n. 

Le mouvement vibraloire d'un corps elastique et illimite, ayant traverse 
une onverture d'un plan fixe, serait delermine par les metbodes indiquees, si 
Ton ponvait considerer comme connu le mouvement qui s'opere dans Touverture. 
Mais cela n'est vrai que d'une maniere approximative, car le mouvement dans 
Touvertare n'est pas exactement le m£me, que celui qui aurait lieii, s'il n'y 
avait pas de plan fixe. On aura nn mouvement reflecbi de ronvertare en 
mdme temps qu'un mouvement transmis, et, pour determiner tous les deux, 
on aura les conditions suivantes: 1^ la somme des composantes du mouvement 
direct et reflecbi est egale aux composantes du mouvement transmis a travers 
Touverture, et 2^ les pressions normales et tangentielles sur les deux faces 
du plan qui colncide avec Touverture sont egales dans cbaque point. 

Designons par ü, V, W les composantes du mouvement direct, par 
f^n ^n ^1 Celles du mouvement transmis, par tTj, F,, IF, celles du 
mouvement reflecbi, et par 6, ^i, $2 les dilatations correspondantes a ces trois 
mouvements. Faisons colncider le plan coordonne {y,z) avec Touverture. 
Cela pose nous aurons pour 07=5=0 

(14.) [t7+l/,-rj'=" = 0, [V+V,-V,]'=' = 0, [W-\-W,-W,r'^ = 
et de plus 

L ^ + AT J — "' 

L di + d^ J "~ "• 

Les trois dernieres eqaations peavent ötre simplifiees, au moyen des trois 

44» 
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premieres, derivees par rapport a y on z; de cette maniere elles se redoisent 
aux equations suivantes: 

T ^"^+^-"'' r = «. 

^r d(W+w,-w,) Y=" ^ 0. 
Introdnisoos les notations da namero precedent et posons 







d¥', 









Le moavement direct peat ötre suppose dependant oo de la vitesse £i, od de 
la vUesse w. Dans le premier cos nous posons 

Od trouvera, que les composantes tii, ttj, etc., qai dependent de o, s^eva- 
nonissent, et les equations (14.) et (15.) deviendront 

[F'+Fi-Fi]- = 0, [iö^LzIll]'=" = 0. 
NotoDS les equations 

L-ätJ =-v('>y.«), LdrJ =-*'('>>•'*)' 

dans lesquelles x est suppose s'evanouir, apres avoir en une valeur n^aüve, 
et posons 

(16.) f;=*'4-^, f;==*'+^. 

Ces valears etant identiqaes poor les deox fonctions F, et Fi on a 

[F;-Fi]««= [F']-=" =2v(<,y,«), 
r</(F',— F'ji«" rrfF'i"=" o fs ^ 

Les equations precedentes d^terminent les fonctions V^ et if, et par consequent 
les fonctions ^' et !F'. 
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Dans Vautre cos, le moavement direct etant dependant de la vilesse io, 

nons avons . 

du , dv 



U^u, V = v, W = w, 



^ = 0. 
dz 



dx ^ dy 
Les fonctioDS Fi et F, s'^vanoaissent, et les eqnations (14.) et (15.) deviennent 

rrf(tt+Mj-i01*="^Q^ r rf(t>4-t>.-t>.) -j^'^Q^ r rf(ti>+«>,-w.)i ^_Q 

Introdnisons les fonctions 0i, !Pi, Xi, en les faisant dependre des nouvelles 
fonctioos 9>i, Vd ;(i4 de la maniere qae, dans le namero precedent, on a fait 
dependre 4», V, X de <p, iff, x> ^t posons 

rf*. rf(F + P.) 



(17.) 






w. 



d'oä 



rfr 



rf(p+p.) 

dy 
</(F+F.) 






A»F,= 



_ d'0, , rf«P , dX 



i rf'F, 



efcr* ' <// ' (/z 

Aox composantes da moavement r^fl^chi c. ä. d. aax qaantitös tijy Vj, tr, neos 
attribaons les mSm«s vahurs, avec la seole diffdrence de prendre x toajoars 
negatif. 

En sapposant, qae 

(18.) [Fr=" = 0, [-^]'^ = 0, 
noas troaverons 
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Les fonctions q), (pi^ etc. seroDt donc determinees, et mainteDant on verifiera 
aisement les equations (18.)* Si par exemple le mouvement direct forme une 
onde plane, on trouvera pour Tonde transmise ä des distances assez grandes 
de Touverture les mömes expressions, qu'a deja trouvees M. Slokes d'one 
maniere moins rigoureuse. 

41. 

Toyaux sonores. 

Considerons maintenant les pelits mouvements vibratoires dans ud corps 
elaslique et completement jSuide entre des plans fixes qui permettent aox points 
conllgus de faire librement tous les mouvements paralleles au plan en exdaaat 
le mouvement normal. Quand le corps elastique est completement fluide, la 
constante fi est egale a zero, et il n'y existe qu'une espece de Vibration, 
c^est-a-dire celle qui depend de la vitesae 12. 

En designant par u, v, w les composantes des deplacements, nous posons 
d¥ dV d¥ 

et donnons a la fonction F le nom de potentiel de Tonde ou du mouvement. 
Supposons que le corps fluide seit renferme dans un tuyau d'une longueur 
illimitee et a base rectangle. Faisons coincider ses parois avec les plans 
coordonnes (y=:0) et {z=(y) et avec les plans paralleles a ces derniers (y=*) 
et (e:=c). Le potentiel du mouvement direct et de tous les mouvements 
reflechis pourra dono dtre de la forme 

1 ^^n^on. fi^^ii^^^r) 



(19.) v^-^^^f ^^r^r 







r = y»H(r+5J'i*±/^)*+(«-f 2i,c±y)% 

22 designant Ja somme pour toates les valeurs entieres, negatives et positives, 
de »1 et ij, et le signe +, introdail par r dans la fonction F, ayant ici, 
comme dans ce qui suit une signification speciale, definie par 

fonct.( + ) = fonct.(-l-) + foncl.(— ). 
Cette valeur de F satisfait ä Tegaation differentielle 

et donne 
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Sopposons ä present qae le tuyau soit limite, qu^il soit coape Dormalement 
a Taxe et forme un prisme droit de la longneur a. Faisons colncider avec 
le plan coordonne (x==0) son premier bout qui pourra ötre ferme ou ouvert, 
mais sopposons que Taatre bout soit oovert. Cela pose, le moavement produit 
aa premier boat se propagera a Tautre bout ouvert, et lä il sera en partie 
reflechi, en partie transmis au corps fluide illimite qui se trouve hors du tuyau. 

Les composantes des vibrations reflechies etant 
rfF, dF, dF, 

et Celles des vibrations transmises 

rfF, rfF, rfF, 

«»=rf;r' •''=-^' "'»=^' 

nous aurons, comme dans le nnmero precedent, les conditions saivaotes: 
(20.) [F 4- F, - F.]'=- = 0, 
(21.) [ ^(F+F,-F,)p ^ , 



Posons maintenant 



(22.) \^^ = '^^^ 



ph pc /tv~"7r'Ay) 



et 



(23.) 



1 pb pc fiV~lT'fi'yj 



r = y(^_a)H(y-/?)H(«-j'f. 

Ces valears de Fz et F,, introdnites dans (21.)) noos donnent l'equation 

par laquelle on peut eliminer Tune des fonctions /i on ^; Taulre doit donc 
dtre determinee par Tequation (20.). 

Mais, en general, on ne peut pas effectuer cette determination. Nous 
chercherons donc une Solution approximative, en supposant, que tous les de- 
placements entre les parois du tuyau se fassent seulement dans la direction 
de Taxe du tuyau. Cette hypothese, qui ne s'accorde pas exactement avec 
requation (20.)) nous conduira au resultat le plus juste, si nous egalons a zero 
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la somme des erreurs ponr tontes les valears des y et z. L'eqoation (20.) 
doit donc ötre rempIaQee par cette autre 

(25.) f'dy/^dz [F + F, - F,]«« = 0. 

u 

Maintenant le calcal peut s'etendre a des tuyanx d'ane base qoelconqae, et 
nous pouvons poser 

(26.) F = Ä cos * (12/ — x), 

(27.) F2 = Ä, cos * (i2/-f J? — 2« - z/ ), 



en determinant les constantes A,, /ii, J, ^ par les eqaations 

(21.) [ffl^-i)]-=o 
et 

(29.) yrfyyrfe[F-fF,-F,]-=- = 0, 

les inlegrations devant dtre etendues jusqu'aux limites de la base. 

En developpant sin k {£21— r—a—^) suivant les pnissances ascendantes 
de r, on troavera 

yrfyyrf«[FJ^-====Ä,Ä[-6sinÄ(i2/-ö-.(J) + «'cosÄ(i2/-ö-(r^ 

B etaat Taire de la base, e et e' des constantes positives. Nons aurons donc, 
en vertu des equations (21.) et (29.) 

h8\nk{nt — a)—h23ink{nt — a—4) = h,s\uk{nt — a — ^), 
hco3k(nt—a)^A2Cosk(nt—a—J) = Äi[— €sinÄ(i2/— a-^)-}-«'cos*(ß/— n— rf)]. 
En comparant les coefficients de sin Ar (12/— a) et cosAr(i2/ — a), on trouve 

(30.) tgkj = ^_y_^, , 



(31.) 



ht = —yh, 






Sopposons d'abord que le premier boat du tayau soit ferme' par ün plan fixe, 
dans ce cas le potentiel da mouvement primitif, prodait d'une maniere qael- 

conque ä Taatre bout, sera 

AeoBk{£it-\-x)', 
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apres la reflexion produite par le plan fixe (2r:=0) il deviendra 

hcosk{ill — x\ 
or le potentiel de la somme de ces deux mouvements sera 

2h cos k Sit cos kx. 
Lorsque les reflexions de la premiere onde se sont repetees nfois au beut 
ouvert, le potentiel sera 

2h cos kx[cos k£il — Y cos k{£lt — 2a—J)'\-Y'^cosk{Ü.t — ^a — 2J) — '*' 

+ (-y)"cosAf(i2/-ii(2fl4-z/))]. 
Pour 11 = 00 Celle expression converge vers la limite 



oü Ton a pose 



(32.) 2— cosAj:cos(*i2/+ö), 

ST 



p==yi^y'-|-2ycosA?(2«-f-//), sind = -2-siDÄ(2a-f ^/). 
Gelte valenr du potentiel anra son maxiroam poar 

p elanl un nombre entier. En designant par l = -7- la longueur d'une onde 
entiere, le mouvement vibratoire aura donc sa plus grande force, quand on a 

^^^'^ ^ = "2^ ^" ^ + -2- = T' -4-' T- 

Dans ce cas la valeur du potentiel (32.) devient 

(34.) . 2 j^ cos kx cos k£lt. 

Supposons en second Heu que les deux bouts du tuyau soient ouverts, et que 

le mouvement se produise au second beut (a7=a), le potentiel du mouvement 

primilif sera 

hcosk{Sit'\'X). 

Apres la reflexion qui a lien au premier beut ouvert (x = 0)^ il devient 

— hycosk{S2l — x — /i)^ 

le potentiel de la somme de ces deux mouvements sera donc 

hlcosk^Sil-^-x) — ycosk{Sit — X — J)]. 

Lorsque les reflexions se sont repetees un nombre infini de fois, le potentiel sera 

(35.) —[cosk{nt-\-x—e)—ycosk(nt — x — J-e)], 



oü Ton a pose 
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Le mouvement aura donc sa plus grande force, qoand od a 

2A?(ä4-z/) = 2pn, 



d'oü 



(36.) X= — ^—L ou a-f^=-5-, -^, 



Dans ce cas la valeur du potentiel (35.) devient 

(37.) _-A_sJnÄß/sinAfj?4-:r4— cosÄl2/cosArx. 

On voit par la valeor (32.) du potentiel que dans le cas ou Tun des bonts 
du tuyau est ferme, il y aura des noeuds ou des points parfaitement immobiles, 
savoir ceux qui donnent smkx = 0^ tandis qu'au contraire dans le cas (37.) 
ou les deux bouts sont ouverts, on ne pourra dire que d'une maniere ap- 
proximative qu'il y a des points immobiles. Pour ces points on a cosArx=0. 

Si le tuyau est cylindrique, R etant le rayon de la section circulaire 
normale ä Taxe, on trouvera 






Pour des valeurs tres petites de kR on aura 
d'ou par Tequation (30.) 



e = ^kR, .' = 0, 



Pour un tuyau ouvert aux deux bouts on aura donc 

Ä-=i = 0^488. 

Ce resultat est parfaitement confirme par les experiences de M. Zatniner 
(Ann. de Pogg. 97), qui pour un tuyau ouvert aux deux bouts, d^une longuenr 
de 500^ et d'un diametre (rf) de 25"", a trouve 

iA = 522,2, d'oü i^i=fL = 0,848. 



Dans le tableau suivant j'ai caicule la valeur de -^ pour differentes valears 
de 2/S ou d, divise par \l. 



ä 

d 
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2d 


J 


2d 


J 


X 


d 


X 


d 


0.00 


0,8488 


0,40 


0,7293 


0,05 


0,8462 


0,45 


0,7080 


0,10 


0,8385 


0,50 


0,6873 


0,16 


0,8263 


0,55 


0,6672 


0,20 


0,8106 


0,60 


0,6480 


0,25 


0,7921 


0,65 


0,6298 


0,30 


0,7720 


0,70 


0,6125 


0,35 


0,7508 


0,75 


0,5962 



Si Ton applique les chiffres de ce tableau aux donnees de Texperience que 
nous venons de citer, on aara plus exactement: ^^-Ilf = 0,8463. 

Les experiences de M. Wer/heim (Ann. de cbim. et de phys. 31) donnent, 
ponr les tuyaux cylindriqnes ouverlsaux deox bouls, -T- = 2]/7r. 0,1 87 =0,663, 
independamment du diametre, tandis que M. Zaminer trouve, que la valeur de 
-j- diminue, quand le diametre devient plus grand. Ses experiences donnent 
cependant un decroissement plus fort, que ne le donne le caicul, dont les 
resultats sont par eonseqnent compris entre ceux de ces deux physiciens. Les 
experiences faites sur des luyaux fermes ne s^accordent pas avec les resultats 
du caicttl, Sans doute parceqne le fond du tuyau n'est pas compleleoient immobile. 

II y a encore beaucoup d'autres problemes, dont la Solution serait im- 
portante, mais on ne serait pas a rodme de contröler les resultats da calcal 
au moyen d^experiences. La difficulte que Ton eprouve dans les experiences 
de s'approcher des suppositions matbematiques, a emp6che jusqu'a present nn 
accord süffisant entre leurs resultats. 



5. 

Equillbre du prisme rectangulaire. 
Considerons un corps bomogene, ä elasticite constante, qni soit linite 
par les trois plans coordonnes, et par trois autres plans paralleles aux premiers, 
dans les distances a, b et c. Si les donnees relatives aux deplacements des 
points situes dans les six faces ou aux forces exterieures, qui agissent sur 
ces faces snffisent pour determiner completement reqailibre interieur, il faudra 
resoudre le probleme de determiner par les donnees tous les deplacements et 

45* 
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toutes les forces elastiques qui se produisent dans chaque point du corps. 
Nous allons nous borner ici anx deux cas, qui permeltent une Solution exacle. 
Dans le premier cas les deplacements norroaux et les forces langentielles, dans 
le second les deplacements tangentiels et les forces normales sont donnes, 
pour les points situes dans les six faces. — On admet que les vaieurs des 
forces donnees sont compatibles avec les conditions qu'exige requilibre exterieur 
du Corps. 

Posons 



(38.) 



Ü * 



\r = }/(^ + 2ia)H(y+2i>±/9)H(^ + 2f,c±y) 



oü le signe + a la mdme signification qu'auparavant, et ou la sommation se 
rapporle aux trois nombres i, ti, tj dont chacun prend toutes les vaieurs 
entieres, positives et negatives, de — <x> jusqu'a -j- (x>. 

II est evident par ce qui precede que la fonction F verifie les equations 
suivantes : 

[f-r'=o, [^r=o. 

Introduisons encore, en conservant les mdmes notations, la fonction 

(39.) F, = —^2:22/''dß/'dr[^nß,r)-^n(ß,r)]. 

u 

eile satisfera aux equations 

A^Fj = F, 

et Ton trouvera en outre 

(fy»L"rfFJ ~"' dz* IITJ ""• 

Bien qae les expressions F et Fj aienl des vaieurs infinies, cette circonstaoce 
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Ol.) 



ninfirmera en rien Texactitade des developpements uUerienrs, car on ne se 
servira que de Celles des derivees de ces expressions qui restent finies. 

Si Ton transforme la valeur de --r— , soit en rempla9ant la triple somme 
par une integrale triple, seil en developpant f{ß,y) et fi{ß,y) suivanl les 
Cosinus des multiples de Tarc -^ et de Tarc — , on parviendra ä une autre 
expression, dont Tintegrale par rapport a x est 



(40.) F=-:^^^/W> 

I) 



cos 



ni.y nLz niß ^^^hY 



-cos 



cos- 



cos- 



p(epa — e-/'°) 



I) 



ou 



f = -y^+ir- 



Gelte valear de F qui est finie, salisfait aux mömes conditions que Pon vient 
d'ecrire pour la valeur (38.) de F. On tronve pour Fj une valeur correspon- 
dante qui est fioie, savoir: 



be 



22 



/V/> 



cos 



^hy ^h^ ^hß ^Ky 



COS 



cos- 



cos- 



Introduisons en outre les fonctions § et ^ en les faisant respectivement 
dependre de f, fi et de 9) ^ (pi de la mfime maniere que F depend Ae f, fi. 
Introduisons enfin les fonctions %' et ^', qui dependronl des mdmes fonctions 
f, fi et ^j (pi et qui ne differeront des expressions de ^ et ^ contenues dans 
les equations analogues ä (38.) que par Tacceptation du signe +. Nous 
distinguerons le nouveau sens quMI faul attribuer a ce signe dans les sommes 
ou il se trouve, en Tecrivant [±]^ et en y attachant la signification definie 
par requation 

foncl.([±]) = fonct.(-i-) — fonct.(— ). 

II y a des valeurs finies de %\ 0' semblables aux valeurs de S, ^ qui 
sont contenues dans le^ equations analogues a (40.). On arrive a ces nouvelles 
valeurs en rempla9aQl dans $, 4> tous les cosinus par des sinus. On voit 
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aisement que Ton aura 

?f ' = et *' = pour y = 0, y = *, z = 0^ z = c, et 

Posons maintenant 



ou 



Ces valeurs des composantes, qui satisfont aux equalions de Pequilibre, donnent 

W^' = n r> «) + f Cr. ^). M^" = /i (r. ^) + fi (y. ^). 

\.2(i^U ~ dz dy ' l2fi^U ~ dz dy ' 

L2^^0 rfjT" >' rfi ' L2^^0 — d} r rf2 ' 

tandis que les deplacements normaux et les forces tangentielles qui se rap- 
portent aux points situes dans les autres faces du prisme sont nuls. Les six 
fonctions f,, f etc. seront donc determinees par les dernieres six equalions, et, 
si Ton connalt les deplacements normaux et les forces tangentielles qui se 
rapportent aux points situes dans les deux faces {x =- 0) et (o: = a) , les 
composantes des deplacements qui en dependent, seront determinees par les 
equations (42.) De la mäme maniere on trouvera les composantes des de- 
placements produits par des deplacements normaux et des forces tangentielles 
qui se rapportent aux points situes dans les autres faces du prisme. II est 
bon de remarquer, que la Solution que Ton vient de donner contient des 
fonctions arbitraires; elles y entrent par la determination de fiy^z)^ fi(y>^)9 
(p(y,z) et (piiy^z). 

LorsquMl s^agit de resoudre le probleme inverse dans lequel les forces 
normales et les deplacements tangentiels pour les points situes dans les six 
faces sont donnes, on formera les composantes des deplacements qui dependent 
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des forces normales et des deplacements tangentiels relatifs aux poiols situes 
dans les deux faces (;r=:0) et (x=a); elles soot donnees par les equations: 

Ces valeiirs des composaotes, qui salisfont aux equations de requiübre, donneot 

•-"J — ^ "T" ^ ; 

r„-]x=a _ «'f, (r. ») I «z?»! (y> «) 
L^'J ^ ' dZ ' 

r.„i*=« _ dUy>x) _dg)(yyz) 
L"'-' ^~ dP ' 

tandis que les forces normales et les deplacements tangentiels qui se rap- 
portent aax points situes dans les autres faces sont nnls. On pourra donc 
determiner les fonctions /*, f etc. par les dernieres six Equations et le probieme 
sera resolu. 

Copenhague, 28 novembre 1860. 
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Des coordonnees eurvilignes se eoupant sous un 

angle quelconque. 

(Par H. Tabbe Aoust i Marseille.) 



JLi usage des coordonnees eurvilignes orthogonales a ete introduit dans 
Tanalyse par M. Lame, Cet eminent geometre a demontre les principales 
proprieles de ce Systeme de coordonnees, et a donne les formales de trans- 
formation pour passer du Systeme rectüigne au Systeme curviligne orthogonal. 

II ne serait pas sans ulilite de connaltre les Tormules analogues dans 
le cas oü les coordonnees eurvilignes se coupent sous un angle quelconque, 
varianl avec la position du point. Ces formules feraient connaitre les pro- 
prietes de cbaque Systeme, et les avanlages qui lui seraient propres. La 
recherche de formules aussi generales presente une certaine complication parce- 
qu'elles doivent contenir: 1" les cosinus des angles des courbes coordonnees, 
2"" les variations de ces angles par rapport aux parametres qui fixent la 
Position du point. Ces deux sortes de quantites sont nulles dans le Systeme 
orlbogonal. Cette recherche peut dtre partagee en deux parties: la premiere 
relative au cas oü les courbes coordonnees sont planes, la seconde relative 
au cas oü les courbes coordonnees sont tracees sur une surface quelconque. 
Nous ailons nous occuper du premier cas. Les proprietes des coordonnees 
eurvilignes tracees sur une surface se deduisent des proprietes des coordonnees 
eurvilignes planes. 

1. 

Soil {}= /\x,y) requalion d'une courbe plane rapportee a des coor- 
donnees rectilignes roetangles, (f etant un parametre qui re^oit differentes 
valeurs, x, y les coordonnees courantes. La serie des courbes (()) est la 
Serie des courbes que Ton obtieut en donnant a ff une suite de valeurs dif- 
ferentes. Si Ton donne une autre courbe situee dans le mdme plan if^=f^{x,y)^ 
ainsi que ia serie des courbes ((>j), tout point silue dans le plan sera deter- 
niine par Tintersection d'une des courbes de la serie (ji) par une des courbes 
de la Serie ((>|). Le Systeme est orthogonal lorsque les deux series se coupent 
sous un angle droit. Or, a moins que les courbes ((>) et ((ij) ne satisfassent 
a certaiues eondilions d'espece et de position, Tangle sous lequel elles se 
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couperont ne sera ni droit, oi consfanf, il variera de grandeur saivanl la position 
du point, le sysleme des coordonnees est alors oblique sous un angle variable. 
Soient deux systemes de courbes planes representees par les equations: 
(1.) <»=/'(x,>-), ff,^f,{x,y) 
appelons h, h^ leurs parametres differentiels du 1" ordre, k le cosinus de 
l'angle sous lequel les courbes (p), ((jj se coupent. L'on sait que les para- 
metres differentiels h, ä, sont donnes par les relations 

et que le cosinus k est donne par 

fS") ^jQt I dg dg, . 

Appelons da, da^ les elemens differentiels des arcs des courbes coordonnees 
pi, (>, posons pour abreger m = khh^^ l' — k'h\ — m\ proposons nous d'ex- 
primer ces arcs en fonction des parametres differentiels du 1" ordre, et de k. 

Sl l'on tire les valeurs de a: et de y en fonction de q, Qi des equations 
(!.}) et qu'on les differentie, Ton aura identiquement: 

on en deduit les reialions suivantes: 

^ __ dx dQ 1 dx dQ^ j dx dg , dx dq^ 

dg dx "^ dQ^ dx "^ dQ dy •" rfft dy ' 

OD trouverait de mdme: 

dq dy ' dq^ dy ' dq dx '^ rfft dx 

Si Ton iDultiplie la premiere et la seconde de ces equations respectivement 

P"^ rfF ^* "^^ P"^^ P®^ "^ ®* "^ ®' '^'^° ^\Q\A^^ Ton aura 
^e iJ2 dx , dx d(ft dx , »2 rfjT 

(4.) {on trouverait de möme: 

dy dg ' dg^ ' rf^ dg ^ ^ dg^ 

De ces equations Ton deduit les valeurs des derivdes: -^, -^, -£-, ^, 

Joarual ffir Mathematik Bd. LVIII. Heft 4. 46 
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C4.y 

or, Ton a: 



dx A, dQ ^^Qi. J^ k\ dQ _ m df, 

\ dQ ~ l* dx /» rfjr ' dQ ~ /• dy P dy "> 

I dx h* dQ^ m df dy A* dg, m dQ 

dQ^~~ P dx /• rfx ' <^ft ~ /* "ify" ~F dy'' 



Si Ton porte dans cette expression les valeurs de -^, -?- tirees de 

(4.)', Ton trouvera -^ = -|f , on troaveralt de m£ine -^ ^= -p- Od en 
deduit, etant Tangle des courbes coordonnees, 

^^'^ "5^ "" »sin»' i/p, ~ h.sind' 
Ce sont les valeurs des elemens differentiels des arcs des courbes coordonnees 
en foDction des parametres de ces courbes, et de Tangle sous lequel elles 
se coupent. 

!!• 

Nous nous proposons mainlenant d^obtenir les variations des coefficienls 

diflferentiels ~^^ —- par rapport aux parametres if, (fi* Ce calcul se fait 

plus simplement de la maniere suivante. 

Seil geoeralement F nne fonction qiielconque de x et de y, et con- 

sequemment de q, ipi, Ton aura: 

dF dF dx . dF dy 

dg dx dg "^ dy dg ' 

si Ton remplace -^, -^ parleurs valeurs tirees des equations (4.y Ton aura: 

J^ — Kf dF dg , dF dg \ m/ dFdg, . dF df, \ 
dg ?"V dx dx'^ dy dy/ r\dxdx^dy dy / 

Si Ton represente par B, Ri les parties qui sont entre parentheses, reqnation 

dF 
precedente qui donne la valeur de -p, et celle qui donnerait la valeur de 

dF * 

-T— seront 

Or, si I^n compare ces equations aux equaütons (4.)') on voit qu^elles se 
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composenl en -r— , -^— , R, R^ comme les eqaalions (4.)' se composent en 
-^1 ^jr-, ^^, -^; il en resuite qoe ies valeurs de Ä, Äi sont donnees par 

(6.y i, = i.:^+„^, «. = *;^+„^, 

qui sont analogues aux eqaalions (4.). 

C'est au moyen des formales (6.), (6.)' que noas venons d'obtenir, 
que nous ferons les transformations suivantes. 

Differentions requation (3.) par rapport a x, noos obtiendrons: 

[ de d (dQ,\ , dg d /i/e,\-| , r rfft d (dQ\. dg, rf {dg\-] _ dm 
Idj dx\dxJ'^ dy dy \i/x/J ' Lrfjr dx Vrf^/'« dy dy\dxJ\ ~ dx ' 

or, les parties qai sont entre accoiades ont la möme composition que JR^ JR|. 
Ces dernleres deviennent identiques aux premieres iorsque dans R Ton rem- 

place F par -^, et que dans R^ Ton remplace F par -j— Doncles parties 

evtre accoiades seront donnees par les seconds roembres des eqnations (6.)' 

pourvu qu'on remplace dans la 1**'% Kpar -~^, et dans la seconde, F par-^- 

D'apres cela, requation precedente s'ecrira sons la forme: 

CO *'^(^)+<(^)+-i(^)+'';4r(l)= ^- 

Les equations (3.) traitees de la mime maniere donneront les deux oouvelles 
relations: 

Enfin, on obtiendra une quatrieme relation en remarquant que les equations (4.)' 

qui donnent les valeurs de -^, -j- donneront deux resultats identiques, si 

Ton prend la derivee de la premiere par rapport a (»i, et la dörivee de la 
seconde par rapport a g. Identifiant les deux resultats, et developpant les 
derivations, Ton aura: 

,, ( «4r(*)-*'i(^)-^(^)+"'i(*) 
i= -'•^l^(^)+i(f)t+''^l^(T)+i(4?)l- 

46* 
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Ces quatre eqaations forment nn Systeme de qaatre eqaations a qaalre in- 

connues, on peut donc obtenir les valeurs de -^(-^), -^(^)^ 4^{%)' 

——f-^L\. La forme de ces equations permet d'en effectuer facilement la 

resolotion; et si Ton remarqne qae m = AhiCO3 0, l^hAisinO, Ton aura, en 
effectuant les calculs, et apres quelques redaclions^ 

dans lesqnelles il faut poser: 

/mi dh, \. 2A AcosÖ/rfA, , h^ dh ^^^\ h cos'Ö/rfÖ , A, rfÖ ^\ 

(iV~ , j Jsin^g = -7-— VT-J- + -IT-7— cosöj — -T — r-^-T- + -7^-y-eOSÖ), 

\ h^dg/ Aj ^Airfp * A* rfft / A, sui^Vi/p ' A i/p^ /' 

¥1 . 2ä h\r dh X h dk. ^\ h, rdd , A, i/Ö ^>v 

Les valeurs de Mi, A'i, Pi, Oi 8^ deduisent des precedentes en y rem- 
plaQant h, q par A|, pi et reciproquement. 

II est bon de remarqaer 1^ que les variatioDS des derivees -^^ -j^ 
par rapport aux parametres q, Qi sont lineaires par rapport a ces derivees, 
2^ que les coefficients M, N, P, . . . renferment trois sortes de termes : les 
Premiers sont independants des cosinus* de Tangle sons lequel se coupent 
le» courbes coordonnees, les seconds dependent du cosinus de cet angle, mais 
ne dependent pas de ses variations, les troisiemes dependent des variations 
de Tangle des courbes coordonnees. 

On obtiendra les variations des derivees ^, -^ par rapport aux 
parametres ^, (fi en changeant o; en y dans les equations (11.) et (12.). 

m. 

En calcnlant les rayons de courbure des deux courbes coordonnees 
en fonction des parametres difförenliels da 1^"" ordre nous avons tronvi one 
expression remarquable de ces rayons de courbure, et d'une grande ulilile 
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dans la theorie qui nous occape. C'est cette expression que nous allons faire 
connaltre. 

Soit /i le rayon de coarbnre de ia courbe ff dont Tarc est a|. Tont 
point situe sur ce rayon de conrbnre est donne par ies eqnations 

Si x\ y representent Ies coordonnees dn centre de conrbnre, elles sont de- 
terminies par Teqnation de la normale, et par sa differentieile par rapport a (>, . 
Ces Eqnations sont: 

l(-'--)-^-(/-y)^=o, 

[^ ^ dg^ \dy J ^^ y^ dQ^ \dxJ <fft dy ^ dx rfft ~~ ' 

eliminant y' — y entre ces deux ^quations, Ton obtient: 

(r'\ ^ — " { rijp d /dq\ dg <f / rfg N ) __ dx_dQ_ dy dg 

^ '-' dg^ 'Ul'dg[\dy )~ dy dg^\dxJS "" dg, dy dg, rfx ' 

dx 

la premiere partie de celte eqaation se compose de deux factears dont le 
premier est donnd par la premiere des equations (;».}, tandisque le second se 

deduU de la seconde des equations (12.), et de son analogue en -^: 

= (^^-|-^)t«.(-C+3^)+*'(^+«°'<)!' 

enfin la seconde partie de Teqnation (r.) se dednit des eqnations (4.): 

« 

dx dg __ dy dg f.^9L ^P _ rfpt dg \ i 

Hg^ ly dg^ dx \dx ^dy dy dx ) AJsin'ö ' 

Snbstitnons ces trois expressions dans reqnation en qnestion, I'on aura: 

(13.) - = Ä(^ + ^cos(?)+^(-^ + ^5-cos(?;, 

OD tronverait de möme: 

r4A'\ * M f dh y h dh, üN i * / rfö , Ä, rfÖ ^\ 

(14.) - = Ä,(_-|-_^cos(9)+^(^4- 1 rf^«°»^)- 
Teiles sont Ies expressions des rayons de coarbnre qne nous avions ponr bnt 
d'ölablir. Dans le cas ou Tangle 6 est constant, Ies valeurs — , — ne devant 

Y Yi 
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pas conlenir les variations de 0, se redoisent a 

Dans le Systeme orthogonal cosd est nol, et Ton retombe sur les formoles 
donnees par M. Lame. 

IV. 

Les equations (11.) et (12.) prennent une forme simple lorsqo'on y 
introduit les rayons de courbure des courbes coordonnees en se servaot des 
equations (13.) et (14.). Cette transformation se fail simplement comme il suit. 

Posons 4-^ = ^, r-j^ = -^i dans les equations (11.) et (12.); 

elles deviendront 

(i2.y !«i = ^Pjr+(o-^)i:.. f = ^p.x. +(<?.- ^)jr. 

Or^ si Ton a egard aux equations (13.) et (14.) ^ les Equations precedentes 
prendront ia forme suivante: 



(H-r 



dQ Asin 

fdX, 



(12.)" 



iX, _ 1 /X X,\ dh, y h,de y 

di, ~ ksm^d \ Y rx^ ^1^9 * hmdd(f^ ^*' 
dX i ( X, X\ rfA Y - ^^^ 



Teiles sont les expreasions simplifiees des variations des derivees -^, -^ 
par rapport aux paramelres q, (ii. 

Les variations des parametres diffiörentiels h, h^ par rapport aux para- 
metres q, (ii se deduisent des equations (13.) et (14.). £o effet ces equations 

sont iiueaires par rapport a -^, -^; si on les resout par rapport ä ces 
deux quantites, Ton trouvera: 

*i,io^ö^=l-l-costf^sintf^, *in'Ä^±_lcosÖ-Ä,sinÖ^, 

A dq, r 7i ^Q ^ "ip 7i 7 dg, 
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et si Ton a egard aax equations (ö.)? l*on troavera: 

sind dÄ 11.1/0 sind dL 1 1 /i dO 

A äc^ 7 7y da^ n^ da y, y da^ 

V. 

Nous allons demontrer, an moyen des equations (11.)' ^^ (l^OS ^^^ 
propriSte des coordoonees cnrvilignes obliques laquelle sert de fondement a 
cetle theorie. 

Les equations (11. )\ (12.)' sont lineaires par rapport a X, X^ or, sj 
l'on pose 

^-''=^' ^■^.-■«■=^' »-o=Ä' ft-o-=4r' 

Ton aura: 

Si Ton differentie la premiere des equations (11.)' P^^r rapport a ^, et la 
deuxieoiie par rapport bq^^ on aura deox oxpressions qui seront encore lineaires 
par rapport a X, Xi lorsqu'on y aura remplace lea derivees de X et de Xi 
par rapport a q, Qi par leurs vaieurs tirees des equations (11. )\ (12.)'. On 
trouve ainsi: 

^= (mq+po. + ^)i+(pp, + no+^)j:.. 

Si Ton egale ces deux vaieurs, Ton obtient nne expression de la forme 
AX-\'BXi=^0^ nous pouvons donc ecrire les deux equations 

A rfjr "^ Aj *r~^' A rfr > A, '^~"- 

Or comme Texpression ^--4^ T"^ ®®* essentlellement differente de 

2ero ces deux equations entrainent les deux suiYaotes: 

A = 0, Ä = 0. 
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Si Ton developpe les calcols relalifs a ces deux conditioDS Ton aura: 
(15.) 4 = M(N.-0) + P(N-00 + ^-^ = 0, 
(16.) Ä = MM.-PP. + -^-^ = 0, 

or, Ton a, en ayant egard aux conditions (13.) et (i4.)9 

^+rf^;inrö ~ r.h.sm'd ^ ^~^^^^ dg, — rA sin**' 

P _ * n — ^^^^ 



yhs\n*0 ' ^ hrs\n*0 

Les valeurs de Mi, N|, Pi, Qi se deduisent des precedentes en changeant 
y, A, (f en yi^ Ai^ Qi et reciproqaement. D'apres cela la relation (15.) de- 
vient, en y substitaant les valeurs de M, N, P, . . . et en rednisant, 

1 \ d f i \ . d /i\) cosg 4 1 de . i de \ _ d^e 
sine ( de^h^y.J'^ dg, \hyJ) sin'ö ( y, A, dg » yA rfft ) ~ dgdQ, ^ 

iaquelle peut s'ecrire sous la forme plus simple 

Si Ton developpe les calculs relatifs ä la condition B = Ton retrouve la 
m6me equation (17.). . 

II est inutile de dire qua Ton anrait pu faire lo calcul precedeot en 
traitant d'une maniere analogue les varlations -^— , -^, et Ton anrait trouve 
la mdme condition analytiqne (17.). 

Le sens geometrique de Teqnation (17.) se determine facilement. En 
effet soient idg, hä^i les angles de conlingence des courbes Qi et g, Ton a: 

^~rff r ~ hr sine' ''^^'— dg, y, — A^y.sine' 
portant ces valeurs dans requation (17.) Ton obtient: 

^ ^ da ^ dg^ dgdQ, 

De cette equation Ton tire immediatement le Ihöoreme suivant: 

9,La somme des variations des angles de contingence des lignes coor- 
donnees suivant leurs parametres correspondants est egale a la Variation de 
Tangle de ces lignes coordonnees prise successivement par rapport aux deux 
parametres. 
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VI. 

Le theoreme precedent peut se de- 
montrer geometriquement d'ane maniere assez 
simple. Au point A{q, q^) et au point 
B {() -\- 8q j (fi) menons des tangentes anx 
courbes coordonnees; ces quatre tangentes for- 
meront nn quadrilatere. Soit 1 Pangle^ infini- 
ment petit que deux tangentes consecutives a 
la courbe Qi fönt entre elles, et i' Tangle ana- 
logue pour ia courbe (^i-f-^^^i^ soit JTangle que 
fönt entre elles les deux tangentes aux courbes 
(f et Q'\-c(f auxpoints A et B^ soit J' Tangle 
des deux tangentes aux mömes courbes aux 
points C et D. Convehons d'employer les 
caracteristiques 8^, d^, pour exprimer les 

variations partielles par rapport a (> et pi, et la caracteristique d pour ex- 
primer la Variation totale par rapport a ces deux parametres. Si Ton remarque 
que la somme des angles du quadrilatere AlBJ vaut quatre angles droits 
Ton anra: 

on trouvera de möme pour la courbe (fi'\'dQi 

J'-i' = d,{e^d,fi) = d,e\dlJ. 

Si nous retrancbons la premiere equation de la seconde, nous trouverons 
Tequation suivante: 




d*d . . dJ j 



<" A 
■ä^^'- 



Si nous faisons le möme caicul par rapport aux courbes q e\ ^^Bq Ab la 
Serie {q)^ et que nous appelions /i, Ji les qnantites analogues a / et a J 
nous trouverons 



De plus dans le quadrilatere l^J'llJ les quatre angles satisfont evidemment 
ä la relation J'-|-^i = •^+^19 ^^ ^ ^® "6*"® Ji +^ =^ •'i +^'' ®* parsuile 
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Si Ton a egard ä ces deax relations, les deux precedentes deyiennent: 

or, Ton reconnait qae la premiere de ces equations ne differe pas de 
requation (17.)'; la secoode donne sur les angles J, Ji un theoreme analogoe 
a celui qui a ete etabli sur les angles 1, i|. 

TU. 

Nous ailoDS developper quelques consequences de requation (17.)'. 
Celle equation fournit un caractere fundamental propre a chaque Systeme de 
coordonnees. 

Si Tangle sous lequel se coupent les courbes coordonnees est droit, Ton a : 

dont M. Lame a demontr6 Texislence ponr un Systeme orthogonal; mais 
requation (17.)' montre de plus que cette relation a encore Heu si Tangle des 
coordonnees est constant, ou bien egal ä la somme de deux fonctions dont 
chacune ne dependrait que d'un seul parametre p, Qi. U y a donc une in- 
finite de systemes de courbes coordonnees se coupanl sous un angle constant, 
ou bien, sous un angle variable, pour lesquels est nulle la somme des variations 
des angles de contingence par rapport aux parametres correspondants. Le 
caractere commun a tous ces systemes est donne par Tequation aux differences 
partielles . , =0 dont Tintegrale est ö == 9) ((i) -f V' (pi)- 

Si Ton veut caracterlser les systemes des courbes coordonnees pour 
lesquels la somme des variations des angles de contingence par rapport aux 

parametres correspondants est constante, il faudra poser 7~7~~==a> ^ ^^^^^ 

une constante. L*integration de cette equation aux differences partielles foarnira 
pour la valeur 

Generalement, si le Systeme des courbes coordonnees est donoe, 
requation (17.)' fera connaitre la loi que suit la somme des variations des 
angles de contingence des courbes par rapport aux parametres correspondants, 
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il saffira de calcoler . en fonction de q, q^. Reciproquement , lorsqu'on 
connattra , , en fonction de q, (I|, c'est a dire, la loi qui regit ia somme 

des varialions des angles de conlingence, Ton pourra calculer en fonction 
de Q, pi. 

Till. 

Nous nous proposons de calcnler les variations des angles de contingence 
par rapport aux parametres correspondants. 

Nous avons deja troave ä la fin da n°. V t = —7-7—3- • Si nous 

prenons la derivee des deux membres par rapport a (>i, et que nous ayons 

egard aux equations (5.), nous trouverons: 

di rfff rfff, ( rf / 1 y dh cotgg dd | 

rfp, dQ dg^ \ da^\yy hyda^ y dc^ » 

Eliminons du second membre la derivee •^— au moyen des equations trouvees 

ä la fin du nMV, et faisons le mdme calcol sar -^, nous trouverons: 

dq 

I di da da^ { rf / 1 \ t f i i ^ y i f dd dd ^\\ 

dQ, —~d^'d^\'d^\YJ~J^i^\T~ y, ^^^''J'^Jäi^\'W~'d^^^V\ 
di, doda,ldfi\ 1/1 1 a\ \ ^ f *^ ^^ ^\ 

-i^=-i^-d^\ih\TJ~i:^i:dW~l'^^^^^ ^i^ 

On peut tnettre ces denx varialions soas ane autre forme qa'il est atile de 
connattre. Introduisons daos les formnles (18.) les deux aoxiliaires t, ti par 
ia condition que Ton ait: 

^.ft^ 1 . ^ 1 dd 1 . /, 1 de 

(19.) — sinö = -j— , — sinÖ = -j— • 

^ ■' < Y da ^ t, y, da, 



Si nous Eliminons de la premiere equation (18.) les rayons de courbare y, yi 
au moyen de ces dernieres relations, nous trouverons 

Or, si Ton remarque que Ton a : -^ = -j- -ß^ , Ton aura par la differen- 

tiation par rapport a a^ en ayant egard aux equations (50i ainsi qu'aox 
dernieres equations du n^ IV 

dada^ dgdg^ da da^ v A, do ' ® da y da^ ' 

47* 
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on deduit dela, en iotrodaisant les auxiliaires /et 1^^ Texpression saivante 
qne Ton peut ecrire de deux manieres, suivanl que Ton sera parti de -j— 

oa Dien de -r-, 
da 



d_ 
da da, 



•ö rf«ö dg i/ft de f\ \ ^\ de fi \ ^\ 

da^ dgdg^ da da^ da^^i^ t ^ da \t i^ ^ 



Si Ton porte la seconde des deux valeurs qne nous venons d'obtenir pour 
■ - dans Texpression precedente de -^ on Irouvera: 

I di da da, { d r\ . ^\ , i . ^f\ ^ i \) , rf*Ö 

(]8.y on (rouverait de möme: 

\ di. da da. { d /i . ^\ , i . ^/i ^ 1 N( , d*e 

IX. 

Donnons maintenant Tinterpretation geometrique des auxiliaires / et A 
que nous avons introduites dans le numero precedent. 

Considerons la courbe qx coupee par ies deux courbes infinimeot voi- 
sines q, {f\hQy ainsi que les deux tangentes menees ä ces deux courbes aux 
deux points d'intersection. La distance entre le point de rencontre des deux 
tangentes et le point de contact est appele rayon oblique de courbure de 
la courbe Qi parcequ'il se confond avec le rayon de courbure de la courbe ifi 
lorsque les courbes de la serie ((>) coupent orthogonalement les courbes de 
la Serie ((>|). Le point de rencontre de deux tangentes consecutives decrit 
une courbe lorsque Ton fait varier {f d'une maniere continue. Cette courbe 
est la deceloppee oblique de la courbe (i^. L'angle des deux tangentes in- 
finiment voisines est Tangle de contingence de cette developpee oblique, nous 
Tappelons angle de contingence oblique de la conrbe Qi. 

Cela pose, il est aise de voir que t, t^ sont les deux rayons de cour- 
bure oblique des courbes pi, q. En effet, reprenons Texpression que nous 
avons trouvee au commencement du n^ VI , et seit x le rayon de courbure 
oblique de la courbe Qi^ nous avons 

J^l=d,d, 1=^, J = ^sinö, dj = ^da. 
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Sabstitaons les valeurs de I, J, d^O dans la premiere eqaation, Ton trouve: 

1/1 i i dd 

T y ^ da 

On voit que r est identique avec Tauxiliaire / ponrvu que Tarc o soit compte 
en seos contraire. 

II est boQ de remarquer qae T^quation J = l'\-d^0 donnefa les 
variations de Tangle de contingence oblique au moyen de la Variation de 
Tangie de contingence que nous avons caicuiee dans le numero precedent, et 
de la dooble Variation de Tangle 0; on doit donc regarder comme connues 
les variations des angles de contingence oblique par rapport aux parametres 
correspondants. 

IL. 

Les relations que nous avons etablies dans le n^ VI sur les variations 
des angles de contingence des courbes coordonnees donnent des theoreraes non 
moins importants sur les courbures de ces courbes, nous allons demontrer 
ces divers theoremes dans les deux numeros suivants. 

Portons les valeurs des variations des angles de contingence donnees 
par les equations (18.) dans Tequati^n (17.)\ nous obtenons 

) , i/ö /l 1 ^\ £/«ö dq dg, . ^ 

» ^ da^ \y^ y y dgdQi da da^ 

1 11 

Soit -g- la resultante des courbures — , — d'apres la regle de la composition 

des forces, l et l^ les angles de celle resultante avec les rayons y, y, 
Tequation precedente s'ecrira: 

] d'0 dg dg, . ^ 

f = w-TT- w^ -:j Sin ö. 

* dgdg^ da da^ 

Si le Systeme des coordonnees est orthogonal, les variations de l^angle sont 
nuUes, et le cosinus de cet angle est aussi nul; par suite requalion precedente 
devient: 

da\y,y^ da,\yy y* y\ ~ ^' 

ce qui est le theoreme ie M. Lame sur les variations des courbures des 
courbes coordonnees. 
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Si Tangle da Systeme des coordonnies est constant, les variations de 
cet angle sont nuUes, et la formole (20.) devient: 

dela on deduit ce theoreme: ,,Le rapport de la somme des variations des 
courbures des courbes coordonnees saivant les arcs reciproques aa carre de 
la resultante des courbures es| egal au rapport de Tunite au sinus de l'angle des 
courbes coordonnees, lorsque ces courbes se coupent sous un angle constant''. 

Le möme theoreme n^a plus lieu lorsque Tangle est donne par la 
formule ö = 9)(p)-|-y/(pi), voyez n^ VII. Dans ce cas Ton a: 



Les theoremes que nous avons etablis dans le n^ VI sur les variations 
des angles de contingence oblique donnent aussi naissance a des theoremes 
correspondants sur les variations des courbures obliques des courbes coordonnees, 
comme nous allons le montrer. 

Si Ton porle les valeurs de -^— , ^ tirees des equations (18.)' dans 
requation (17.)', Ton aura la relation: 
i^o4 ^ rf /sinÖN , rf /sinÖN (1,1 2cosÖ| . ^ , rf'Ö dg dg, ^ 

1 4 1 

Si Ton represente par -=r la resultante des courbures obliques — , — , on 

1 r fj 

pourra ecrire requation precedente sous la forme 

Si Tangle d est constant Ton aura: 

de laquelle on deduit le theoreme suivant. ,,Le rapport des variations des 
courbures obliques des courbes coordonnees saivant leors arcs reciproques 
au carre de la resultante de ces courbures est Tunite/* 
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Si Ton ajoate requatioD (20.)' ä reqaation (21.) Ton Irouvera: 

U est aise de voir que les equations (21.) sont la traduction analytique du 
theoreme de geometrie donne par la seconde des öquations (/3.) du n^ VI, 
et que requation (22.) est la traduction analytique du theoreme de geometrie 
qui serait donne par requation resultant de Taddition des equations (/3.) et' (/?•)'• 
,,La somme des variations des angles de contingence des courbes coor- 
donnees suivant leurs parametres correspondants, et des variations des angles 
de contingence oblique des mömes courbes suivant les mdmes parametres 
est nulle.'" 

XU. 

II nous reste a appliquer les formules que nous avons trouvees a 
quelques exemples. 

Pour premier exemple prenons pour courbes coordonnees une serie de 
cercles concentriques, et une serie de droites paralleles 

L'on a: 

-!- = o, 

Y 

da da^ 



' *, Ä 1, 


Äi— 1, cosö— *'', 
Q 




de g, de 

da~ e» ' rfa, " 


1 d*d dg dg^ 
g ' dgdg^ da da. 


i 
g*sm0 



i(i)=j"^'>- ^(D-o- 



Si Ton porte ces valeurs dans Tequation (20.) on trouve une identite 
• sin'g 1 1 . cos'g 1_ 

Q* f * f * ' p* P* 

Prenons pour second exemple une serie de cercles concentriques, et une 
serie de cercles tangents entre eux en un point fixe qui serait le centre des 
cercles de la premiere serie. Les equations de ces cercles en coordonnees 
polaires r et co sont: 

r — p = 0, co8cü = -2-. 
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L'on a 



dg . ^ dg. smö /> P 

da da^ cos*ö ' q^ ' 



! 
I 

12 1 1 i/e 1 rfö 1 1.^1 1.^2 

r g,' n e^ da g,' da, g ' t ?, ' ^ P 

d /i . ^\ ^ ' n d /i . ^\ 2 . ^ rf*e 1 , cos'6 

döi^f y g* ^ da\t^ / g* ' rfp^ft ßjsinö ' p'sin'Ö 

Si Ton porte ces valeurs dans requation C'^l.) dans laquelle les arcs doivent | 
^Ave comptes en sens inverse Ton aura: ! 

sinö 2sinö , cos*ö , 4 4cos*ö sin^ cos*ö ^ , 

g^ g^ "i g^sind » g*sin0 ~ g^sind p* p*sin d ' 

or, si Ton reduit tous les termes au möme deDominateur le premier membre 
devient nul. 

Marseille, 4 ociobre 1860. 
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Bemerkung zu der Abhandlung 8eite 80 dieses 

Bandes über die Integration der partiellen 

Differentialgleichung 

S['+(f)']=p[>+(^y]- 

(Von Herrn Ä. Hoppe,) 



In der obengenannten Abhandlung wird die vorliegende partielle 
Differentialgleichung auf eine andere zurflckgefflhrt, ^ie in einer allgemeineren 
von Poisson behandelten und integrirten Form enthalten ist, nämlich in der 
folgendei\: 

wo iii = t^ — I und t eine ganze Zahl ist, eine Gleichung, von welcher Herr 
Fuchs den besonderen Fall r == 1 gebraucht. Poisson behandelt im Journal 
de Tecole polytechnique , cahier 19, die Gleichung (26.) allgemein, ohne die 
Einschränkung zu machen, dafs i eine ganze Zahl sei. Der Fall, wo t eine 
ganze Zahl ist, bildet sogar bei ihm einen Ausnahmefall, und es trifft der 
eigenthflmliche Umstand ein, dafs, während seine allgemeinen Resultate richtig 
sind, das für den Ausnahmefall gegebene Resultat durch Rechnungsfehler ent- 
stellt ist. Da es nun gerade das auf diesen Ausnahmefall bezflgliche fehler- 
hafte Pomonsche Resultat ist, welches Herr Fuchs in seiner Gleichung (28.) 
citirt und wovon er in Gleichung (30.) den besonderen Fall t=:l angewendet 
hat, so benutze ich diese Gelegenheit, um auf den Pomonschen Rechnungs- 
fehler aufmerksam zu machen, und zugleich das richtige Resultat mitzutheilen. 

Der wesentliche Fehler des Pof««oiischen Resultates besteht in der Be- 
stimmung der mit q* bezeichneten Function, das mit —q'sm^'l verbundene 
Glied ^ mufs durch ein logarithmisches Glied ersetzt werden. Ueberdies hat 
die von Poisson verlangte Bestimmung der Constante e' (s. die beiden letzten 
Gleichungen (29.) in der Abhandlung des Herrn Fuchs") keine Bedeutung, da 
diese Constante vielmehr willkürlich bleibt und mit der in (28.) vorkommenden 
willkürlichen Function <p verschmilzt. Endlich darf man nicht vergessen, dafs 
die von Poisson angewandte und von Herrn Fuchs beibehaltene Bezeichnung 
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tp' Dicht nach dem gewöhnlicheD Gebrauch die erste, sondern die 2i** Ab- 
leitung von tp vorstellt 9 so dafs in der Gleichung (30.) des Herrn Fuchs, 
wo f = l gesetzt ist, y/' dasjenige bedeutet, was man mit y/* zu bezeich- 
nen pflegt. 

Um das wahre Integral der oben angefahrten partiellen Differential- 
gleichung ^ = zu erhalten, setze ich unter Beibehaltung des im Poufson- 
sehen Resultate Richtigen in dieselbe zunächst den Werth ein: 

V = /'+y^'^y(/cosA+ar){Iog/-f 0}sin''ArfA, 

Ü 

wo Q eine noch zu bestimmende Function von l bedeutet, dann erhalt man 
nach zwei theiiweisen Integrationen: 

* = t''*(p{i^ av)2if sin'' Idl 
+ <*"|/ V ('cos i + av) [(^ - 2 coa)8itt''+'l-2isinl/'^3mHdl\ 81. 

n 

Um das Integral verschwinden zu machen, hat man, wenn der Kürze wegen 

n 

gesetzt wird, Q durch die Gleichung 

zu bestimmen, woraus 

Q = 21ogsini+2«y^ + con8t. 
folgt, und es bleibt dann 

Übrig, welchem auch andrerseits die folgende Reihensumme: 

V = /-'+* 2 A„ry^"\t4-av) 

nsü 

für ipt = y/^''^t und für gehörig bestimmte Werthe der Coefficienten A genügt. 
Die beiden gefundenen Ausdrücke V von einander abgezogen geben 
eine Lösung V der partiellen Differentialgleichung ^ := 0. In dieser Lösung 
kommt die in Q enthaltene willkürliche Constante vor. Subtrahirt man zwei 
Werthe dieser Lösung, die sich nur durch die Werthe der willkürlichen Con- 
stanten unterscheiden, so ergiebt sich als ParticularlOsung 

V = /'+y'9(<cosX + Är)sin*'XöX, 
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wo 9 willkfirlich und unabhängig von der Function y; ist, während der von 
der willkürlichen Constanten unabhängige Theil eine zweite Particularlösung 
liefert. Alles vereinigt giebt als vollständiges Integral der Gleichung (26.): 

V = /'+*/''' [(p (/ cos X-\-av) -\-yP'\t cos X -f flt?)(log ('sin'^)+2i/^|^)] sin'' A dl 

nssU 
WO 

. _ 2/(2i— i)...(w-fl).i.2...(2i— »— 1) ^ 
^- — (2j— 1)(2»— 3)...(2w-2i+l) 

und 

. 1.3...2J— 1 

* -= " 2.4 2i 

zu setzen ist. 

Ich gehe nun zu der von Herrn Fuclis bewerkstelligten ZurOckfflhrung 
der vorliegenden Differentialgleichung auf die Pomonsche Ober. Herr Fuchs 
braucht dazu vier auf einander folgende Transformationen, von denen jedoch 
die drei letzten sich zu einer einzigen sehr einfachen zusammensetzen. Die 
ganze Zurflckfflhrung nimmt hierdurch folgende Gestalt an: 

Die gegebene Gleichung 

^['+(f)']=0[»+(i^)'] 

geht, indem man 

dz dz 

f^-dF' ^ = "97 
als unabhängige Variable und 

CO = xp-^yq — « 
als gesuchte Function einführt, über in 

Die neue Substitution 

verwandelt diese Gleichung in folgende: 

dv* ~ dt^ t dt ' 
deren vollständige Lösung ist: i 

cü = — /"[y(/cosX4-r) + V^'(/cosA + r)(log(/sinU)-f(7r-;L)cotA)]slnUÖÄ 

Die Gleichung der Flächen, welche dorch die gegebene partielle Differential- 

48* 
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gleichuDg cbaracterisirt sind, entspringt demnach aus der Elimination von t and 
V zwischen den drei Gleichungen: 

wo 






f = [(i+a.)^ + |^]/!^i|-Ü+[(.-2.)U.-|^]^ü=^ 



ZU setzen ist. 

In Betreff der speciellen Auflösung, welche Herr Fuchs auf die Dif- 
ferentialgleichung 

zurückfahrt, deren Integral er in Reihen nach Potenzen von x entwickelt, ist 
zu bemerken, dafs diese Differentialgleichung als besonderer Fall in der be-* 
kannten Differentialgleichung 

^(i-^)y"+(y-(«+/5+i)^)/-«/?r = o 

der hypergeometrischen Reihe F{a, ß, y, x) (nach der 6rat//ryschen Bezeich- 
nung) enthalten ist, unter deren Particularlösungen {^Kummer, Ober die 
hypergeometrische Reihe, Bd. 15, S. 52 dieses Journals No. 3 und 7) sich auch 
die beiden folgenden: 

{\-x)y-^^F{y-a,Y-ß,Y-a-ß-^\,\-x) 
befinden. In dem besonderen Falle: 

ß=z—a-\, y = 
hat man also fflr die Differentialgleichung: 

die beiden Particularlösungen: 

arF(a-f 1,— a,2, ar), 

(l-Ä-)F(-a,a-f 1,2,1-ar) 

oder, indem man für die Reihe F{a,ß,y, x) =: F{ß,a,y,x) das ihr pro- 
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portionale Integral /*rfiiii''-*(l—ti)y-''-*(l—aMi)— einführt, die beiden Parli- 

u 

cnlarlösungen, welche aus dem Integral 

u 
far §=±x ond S=i — x hervorgehen. Indem man nnn 

_ <■{.»/-< 
"^ — 2 

setzt, so dafs l-a;= *~'/~\ ar(l-x)^= _(i^««)g: wird, und 

dann wieder xr ffir « schreihl, giebt das obige Integral zwei Particularlösnngen 
der Differentialgleichung 



^ = «(«+l)Tfl-' 



wenn man in demselben f = — ^ und |= ^ setet. 

Bestimmt man a aus der Gleichung a(a-fl)==^i und sind ^j Xt^— 1 
der reelle und imaginäre Theil des Integrals 

u 

so ist also 

y = ci:+c,z., 

wo C, Ci willkürliche Constanten sind, das vollständige Integral der Dif- 
ferentialgleichung 

des Herrn Fachs. Ffir ein reelles a ist es zur Gültigkeit des hier gegebenen 
bestimmten Integrals nothwendig, dafs der numerische Werth von a kleiner 
als 1 ist. Aber auch für andere Werthe von a wird die in Rede stehende 
Differentialgleichung durch bestimmte Integrale integrirt (s. Jacobi, zur hyper- 
geometrischen Reihe, Bd. 58, S. 149 dieses Journals). 

Berlin, den 32''"" September 1860. 
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lieber die llmhüllungslinie der Pollinien einer Curve 
und deren inverse Linie. 

(Von Herrn R. Hop ff c.) 



Lfie Beziehungen zwischen der in Rede stehenden Linie nnd ihrer 
Urcurve zeigen einige A-ehnlichkeit mit denen zwischen der Evolvente und 
Evolute. Wie die Darstellung der Evolute in Elementen der Evolvente durch 
die Torsion der letztern vermittelt wird, so dient hier die Krflmmung zum 
gleichen Zwecke. Ich nenne deshalb die UmhQllnngslinie der Pollinien einer 
Curve die Involvente der letztern, und jede Curve, deren Involvente eine 
andere Curve ist, eine Involute derselben. Die Darstellung der Involate in 
Elementen der Involvente ist der Inhalt des Folgenden. 

Fflr einige hftufig vorkommende Gröfsen sei es mir in Ermangelang 
gebräuchlicher Namen gestattet, hier die folgenden zu wählen. Ist r' = — 
die Krflmmung, &* die Torsion einer Curve, so heifse 

d. i. das Integral des Gontingenzwinkels d^r Tangenten, der Krümmungs- 
winkel j 

d. i. das Integral des Gontingenzwinkels der Osculationsebenen, der Torsiont- 
ujtnket; 

das Krürnmungsverhältnifs ; und l zwischen — ^n und \n genommen die 
Krümtnungsbreite, 

Es sei nun {x,y,z) ein Punkt der Involate, {xi^y^^z^ der entsprechende 
der Involvente; ebenso mag der Index 1 bei andern Buchstaben ansdrflcfcen, 
dafs sie sich auf die Involvente beziehen. Ferner seien l, m, n die Cosinus 
der Richtungswinkel der Pollinie. Die Accente bezeichnen die Differential- 
quotienten nach dem jedesmal zugehörigen Curvenbogen. Dann sind die Glei- 
chungen der Pollinie der Involute: 
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wo u das Stflck der Pollinie vom KrOmmaogsmittelpunkt bis zum Punkt {x^^yi^^i) 
ausdrOckt. Lfifst man s bei constanten x^^ yi, z^ in s-^-ds übergehen, so 
geht u aber in 

und mair erhalt durch Differentiation der Gleichungen : 

nebst zwei analogen Gleichungen. Die Quadratsumme aller drei giebl: 

woraus 



^=^+«=.^^'(,+11,). 



Nach Einfahrung des Werthes von u in die Gleichungen der Pollinie gehen 
diese in die der Involvente aber, nämlich: 

x,=ar+(,v'+^/, yi=y+?y'+^"»« «,=«+(,V+||:«. 

Differentiirt geben sie: 

nebst zwei analogen Gleichungen, woraus: 

(1.) a?i = /, yis=»w, «i = i». 
Nach nochmaliger Differentiation erhalt man: 

(2.) x'l^ = ^^a^x", etc. 



und als Qnadratsamme der drei Gröfsen: 
woraus 






oder auch 



(3.) ,, = |^ = ,+ |^ 

Lafst man dieGrörsen », '^> ^, «d ti-i ^ty deren jede eine willkürliche Gon- 
stante enthalt, gleichzeitig verschwinden, so ist 

(4.) 9 = Tl. 
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Ferner ergiebt sich durch Maltiplication der GleichuDgen (2.)% (3.): 
(5.) ^,x'; = -Qx'\ (),yi' = -(!/', ^,z; = --ifz", 
woraus wiederum in Verbindung mit den Gleichungen (1.) hervorgeht: 

und nach Analogie: 

Dies wiederum differentiirt giebt: 

-S^^^a:';^ = ar'', etc. 
oder in Folge der Gleichungen (5.): 

öd, = ^ = ÖT, 
&i = T. 

Dies in Verbindung mit Gleichung (4.) giebt: 

^=^ oder tgA,tgA=l, 
woraus : 

Die einzige noch fehlende Relation liefert die Integration der Glei- 
chung (S.)) die nach Substitution von t, ffir & lautet: 

und das Integral hat: 

Q = sinTt/ö^iCoSTi — cosTi/ö^iSinTi, 
woraus durch Differentiation: 

•^ = -g^ = cos Tj/ö*, cos Tj -f sin Ti/dsi sin x^ . 

Nach Substitution der gefundenen Werthe in die Gleichungen der Invoivente 
erhalt man: 

X = a?i -j- (>i x'i ^sin Ti/ds^ cos Ti — cos t /ö«, sin t,) 
— x[ (cos T| /ö*i cos Tj -f sin T| /Bs^ sin r^^ 

nebst zwei analogen Gleichungen, welche zusammen die Involute in jEiementen 
der Invoivente darstellen. 
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In den Beziehungen zwischen beiden Curven zeigt sich eine bemerlsens- 
werthe Reciprocität. Die Hauptnormalen sind einander parallel, die Richtungen 
der Tangenten und Pollinien hingegen vertauscht. Als natürliche Folge davon 
sind dann auch Krümmungswinkel und Torsionswinkel vertauscht, und die 
Krümmungsbreiten gegenseitige Complemente. 

Da bekanntlich alle parallelen Curven eine gemeinsame Pollinie haben, 
so haben sie offenbar auch eine gemeinsame Involvente. Es ist auch ersichtlich, 
dafs umgekehrt alle Involuten derselben Curve einander parallel sind; denn 
da mit der Pollinie auch der laufende Punkt der Involvente auf der Normal* 
ebene jeder Involute liegt, so ist diese Normalebene allen gemein. In der 
That gehen auch die Gleichungen einer Parallele ganz einfach aus denen der 
Involute hervor. Zwei Involuten derselben Curve unterscheiden sich nur durch 
die in den beiden Integralen enthaltenen Constanten. Subtrahirt man also die 
entsprechenden Coordinaten beider, die mit x, y, z, x^^ Vs, z bezeichnet 
sein mögen, so kommt: 

x^ = X -{- ifix'l as\xi{i:^'\' c) — XiacQs{Ti'\- c). 
Setzt man für Qix'i^ ari, t^ ihre Werthe —qx'*, /, &, so hat man die Glei- 
chung der Parallele. 

Berlin, den 8'"^ September 1860. 



Joonial für Mathematik Bd. LVIIl. Heft 4. 49 



^Digitized by vnOOQ IC 



378 



lieber Modulargleiehungen der elliptisehen Functio- 
nen, Auszug aus einem Schreiben an Herrn 

li. Kronecker. 

(Von Herrn fl. Schröter za Breslau.) 



. . . Ihre Entwickelung des Cobus von 0{K)*) gab mir neulich Ver- 
anlassung, aus der im §. 2 meiner Dissertation **) aufgestellten Formel (5.) 
für den speciellen Fall /i = 3 einige Folgerungen zu ziehen, welche schliefs- 
lich auf die von Jacobi im 21***'' Bande dieses Journals pag. 18 gegebene 
Gleichung 

{2{—i)'^x^^'^-^'^'y = -S(— l)"(2ii+l)a?^^''+*^' 

fahrten. Indem ich diese benutzte, um die Modulargleichungen fflr die Trans- 
formation der Ordnungen (3.2" — 1) in ähnlicher Weise zu bilden, wie ich 
es in meiner Dissertation für die Ordnungen (2''~1) gethan, habe ich fOr 
die 5*% IV" und 23*** Ordnung die folgenden irrationalen Formen der Glei- 
chungen erhalten, welche meine früheren Ergebnisse ah Einfachheit äbertreffeo; 

6** Ordnung 



W Ordnung 



ikk^iki:-\-2i^klk'X' = 1, 
23'*' Ordnung 



ikl'\'ikV — iklk'l' -i^yAklk'l' = i^{\^kl^k'l!). 

FAr die 5** Ordnung hat Jacobi schon ( Fundamenta pag. 69) die Gleichung 
in obiger Gestalt angegeben. Fflr die 11** Ordnung konnte ich die Modnlar- 
gleichung in rationaler Form aus der obigen irrationalen ohne grofse Rech- 
nung herstellen und erhielt so: 



*) Bd. 57, S. 253 dieses Journals. 

**) „De aequationibus modularibus" Dissertatio inauguralis. Regiomonti Pr. 1854. 
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{«♦_p*^2i«>(l— ii'p*)P-ft6tt»(l — tt*r*){(tt*-r7-2(l-f-M*r')*} 

4 4 

WO ^k^:^u, |/A == r gesetzt ist. 

Unter den Modulargleichungeo der Ordnungen (2"— 1) ist es besonders 
die für die 31*% welche ich neuerdings in einer einfacheren irrationalen 
Gestalt habe darstellen können. Ich fand fflr dieselbe 



\'\^ikl^ik!k'-ikl-ik'V -ikXkl' = 1/^(1+ ArAf AT), 

eine Gleichung, welche vor den beiden in meiner Dissertation enthaltenen 
Formen den Vorzug verdient. 

Breslau, den 18*'" April 1860. 
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Band 57. 
S. 185 In der Determinante Tsind in den mit » und n+i bezeichneten Horizontalreihen 
6n-v ^^^ ^" °°> ^^^^ Stelle nach rechts zu rücken, so dafs bn an die Stelle der 
dort stehenden Nullen tritt. Ferner sind in der mit m-f-n— 1 bezeichneten Hori- 



zontalreihe ftg, b^ um zwei Stellen nach links zu rucken. 



S. 336 Z. 12 y. o. staU sämmtlich mit der 0*«" lies bezuglich mit der O*""", 0*<«, 1*«" Potenz. 

Band 58. 
S. 133 Z. 3 ¥. 0. statt v = f(m, n) lies m-^v — f(m, n). 
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